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Memoire sur les &equations r6solubles algebriquement. 
(Par M. @. @. Boldt a St. Petersbourg. ) 


Dans un memoire qui n’a pas et& acheve, Abel a examine dans quels 
cas une &quation irreductible est resoluble algebriquement et dans quels cas 
non (Oeuvres completes T. II n®. XV). Nous regarderons les theor&mes 
demontres dans ce m&moire comme eonnus, et nous ajouterons A ces theo 
remes deux propositions, dont on trouvera facilement Ja demonstration. 

Proposition a). Si &, %. @a, ..., @&,_, designent les « racines de 
l’equation e—1=0, u etant un nombre premier, et @ une raeine queleonque 
de la m&me equation, la relation 


u 0,7 a0" 0" te: ta, _, a 
ne peut avoir lieu a moins qu’on nait „=1, ı=0, &,=«', ..., 0,1 =0 


Proposition b). Si Von a la relation 


' ——  \ 
) ' ‚ (4 )) 


+ ma "te. +0 
i > ” i ' [Fi l 


u = 0, + 0407 
ou les lettres ont la m&me signification que dans la proposition preeedent 
et ol » designe un nombre entier queleonque, on aura 


ot 0a’ +00 + +07, _, 


U (1 1) u (). 


tant que » mest pas egal A v. 


Des &quations dont le degr& « est un nombre premier. 


1. Soit fix) =0 lVequation proposde du degre premier u ei 
| 


dA ! dA ) 1 44 ı ' 44 


BteTRe er e rtp , 
la fonetion algebrique qui satisfait A Vequation proposce. Je dis que les 


Im 
I 


u —| 


eoefficients Pr, >... Pr> +++, Pu-ı Sexpriment rationnellement en s et les 
quantites donndes de V’equation proposce. 

Pour demontrer cela, on ma quwä montrer que les coeffieients 
Pay +++3 Prs +++, Pu Ne changent pas de valeur lorsqu’on donne aux radieaux 
des valeurs telles que sne change pas de valeur. Si done ps, »... PR © 
s se transforment en P2, » ++. Prs = ++, Pu-ı, 8° lorsqu’on donne aux radieaux 
des valeurs queleonques dont ils sont suseeptibles, telles que 8’ —=s, il 
sera demontre qu’on doit avoir m =Ppa, 5, Pr = Pre 244 Pac = Pa: 

Journal für Mathematik Bd. LXXXVIT. Heft 1 u. 2 1 











Boldt, equations resolubles ulgebriquement. 


En ettet, les « racines de l’&quation proposee f(x) = (0 sont 


2 v u—1 
inte. a - rat. ae? 
1 2 v u— 1 
an +pmas" + +p,ds" + +p,nuts*, 
(1.) i v | u—l 


Per +pm as“ +++p,0” s“ + +p, 1 UP u 


1 


2 v u—1 
po+ arm! g“ +Pp ar ?gi 4 e. +p, au g# a OR +P,.-ı as u 
ce designant une racine imaginaire de V’equation binöme «“—1=0. De 


meme,. eomme 
1 


2 3 u—l 
f og Zr weg N Ir / I u 
pts"+ms"+-+ps"++Ppus 
est une racine de l’&quation proposee, et que d’apres U’hypothese on as’=s, 
les «. racines de l’equation proposee seront aussi donnees par les expressions 


1 - u—l 


y 
| Po+ a8“ +Pp: a,“ +.++p,0,8" + B Pu &% 's Pr. 


1 ) u—1 

| Er : DR 
ptas" +mas“ + +pus" + +p om ss, 

(2.) 1 2 u—1 


- v 
ptas“ mas" + +p,ais! + +p, ns“ 


1 u—1 
l 1 7 


2 i 

po+ Aus” + pP, @,_18 ‘+.++p,0,-18" ++ Pu 718 cur 
OU 5%, as... &u_, designent les u racines de l’equation binöme e'—1=V0. 
Et comme chaque racine du premier systeme (1.) est egale A une racine 
du second systeme (2.), on aura 





. 2 v u—l 
pt t+R"t+e+ps"t et puis" 
2 ’ di 
= pm tu" +m ns" + +p, "+ t+puneh 8", 
2 v u—1 
put es"+ pas“ +. +p,0’s" + + Pu-ı ats u 
. 2 v u—1 
! N Y 2 ’ } ’ u _ 
= pn tus +mpas + t+pis + tms“, 
(3.) 1 2 70 
i | ? } !y | > Re 
ptes tms" +. +p,at’ sep es 


l 2 


al 


u—1 u 
) 


b 
= mt +mas" + +p, He Hp, 





1 2 v 7) 1 
pt a"'s“ +Pp: au? gu ++ p,a”s“ ter. +Pu ‚as ff) 
1 2? ) dd 1 


1 u 


‚= pP, ; &u-1 s“ + P: Au s“ pi. +P,@u-ı8" + rag TPu-ı Zr -1$ 








De 


ONS 


= U. 


ine 





boldt, equations resolubles algebriquement. 


En ajoutant ces &quations, apres les avoir respeetivement multiplices 


par 1, @ I a... a aD on obtient 


l l 
uf = s" (a +ta,a +00 
u / 2 2 l 
ps (0 0,0 050 
u u—]1 ı u—l -1 u—l n 
Pu-ı$ (a, 0; 0 1 0 104 


Pour que cette equation soit satisfaite, il faut ou que s“ 


rationnellement par p5, Pa» »+ ++ Pa-ı; 


u = Mr ta +00 

0 = Pr (0 aa LM0 

() ze yu Eu a In I | yd 1 y 
= Puh - an +0 ı( 


La premiere de ces equations ne peut avoir 
(4.) a, .. ns un u, 


et les autres equations seront par la-m&me 
tenant on multiplie les equations 3.) par 1, 


les ajoute, on aura 


| up,s = s" (a, + 0,0” 
Tr Ps (@ 0,0 
i u 
).) 
| 1 ’ } ’ 
| a © ET +0, 0 
| 2 i 
/ 4 ı v—] 
+P.-18" (0 Fa 0 


Les &quations (4.) donnent 


vr 


+ 07T" tere 


l 


0, 0, 0 


d’ou il suit que dans le second membre de 


Be 


u ı (£ 


d (£ 


Ss Eexprime 


seta, ce qui na pas lieu. ou au on ait 


4 ’ 

(u f ‘ 
| (0 ı © » 
| er 4 ia ( 
1° 


ur 0 


dt 


‚atıafaır 
satısialles 


A 


-7 ( (/ 


dU,0 


l’equation | 


let a moms uuUon nal 


|‘ 
| v1 (di 
| 
Pro]) D.). 1 maln- 
er "et uuon 
o 
m 
| 
(U ( 
ER 
l 
(/ (ft 
u. 


I 


29.) ehaeun des eoef- 


ficients des differentes puissances de s“. A lexeeption de eelmi de s“. est 
| 


’ 


c 


egal A zero (prop. b.), et Von aura up,s“ = up,s“, done p, =p.,. 


| 
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2. Denotons les w racines de l’Equation proposee par &u, %ı,..., a 
(dont les valeurs soient 


- 2 u—1 
u = Ppts" +pıs“ + tPpas ® , 
Ri 2 u—1 
& 0 = pmHtes" +pa's“ + tm ettise, 
1 2 u 
% = mt ars“ +Pp: ars“ ++Pp, udn 
1 ? u a 


Eu = Pptas! +mas" + +p,nas". 
On voit qu’a lrexception du premier terme p,, qui entre dans toutes 
les racines, chacun des autres termes n’entre que dans une seule des racines, 


de sorte que chaque terme determine une racine, comme p. e. le terme 


/ 


p,e"s“ determine la racine «,. 
Si en donnant aux radieaux toutes les valeurs dont ils sont suscep- 
. B. 
tibles, on denote une valeur queleonque de s“ par s’“, Abel a demontre 
qu’on a 
r 


' 


so = gs”. 


R|- 


3. Theor&eme I. Si par un changement des valeurs des radicaux 
deux racines ne ehangent pas de valeur, aucune des autres racines ne 
changera non plus de valeur. 


En effet, soient z,, x; les deux racines qui ne changent pas de valeur, 





1 j Y » > ? “ . — / / ’ — . N ] 
de sorte on at u =r, 7,=T, C. a (. 
l 2 1 2 
' ru Mk lu Ze ku 2%k „u 
ptast+tpastt = pmtas+paeis+t, 
1 2 1 2 


po+ as + pa" sg 2 put as“ + p.a" st. 
v 


En faisant Ss“ = g,s“ , les deux &dquations donneront 


3 1 v 
pte"g,s" + = pmtes" +. +p,as" +, 
v 1 v 


pte'gs" + = pteis" + +p,a@'s" +, 
done 


a} q,$ Pi P, arg i a 4, gs“ BE p,@'s* { 


d’ou Von tire !=a et g=p.- 


» 
u— 1% 











ur enze) 


” TE ee re. nr 
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Prenons maintenant une racine queleonque x, qui prendra la valeur 


ı 2 
X, = pta”s"+pa"s"+-- 
a 
Le terme «'"s’“ de la racine x, prendra, a cause des valeurs obtenues 
1 " 


pour 8“, «@' et q,, la valeur p,«@’”s“, qui determine la racine =,„; done 
ne. 

4. Theor&me Il. Si une seule des raeines, savoir z,, ne change 
pas de valeur, et que z;,, prenne la valeur z,, une raeine queleonque x 
prendra la valeur zm-na 94% 


En effet, d’apres U'hypothese on a 
| 2 | 
: * 'k ni u / nk ei u en 1 k u | ah Bi 
pi, te! s"+ maTs”+t+- = pt@s pe s' + 
ı 2 1 2 
p+ arts! u +patttdgt 4... m put e”s u +p,a' g“ Lose, 


1 v 
d’oü, en posant s“= q,s", ontire «= a"), ,=p,« 


vyk(l—/h+)) 


Une racine queleonque x, prendra la valeur 


l 2 
e. = pte"s"+ma"s"+-: 
l 
en se servant des valeurs obtenues pour s’“, «@' et q,, on trouvera 
) e 
ag — 2, 


R 
et comme le terme p,a!"PU-9Hrg“ de Ja racine x, determine la racine 


Emo 4x, OM AUrA I, = En-Ha-94+k 


5. Theoreme Ill. Si toutes les racines changent de valeur et que 
x, prenne la valeur x,, une autre racine queleonque x, prendra la valeur 
L(m+n—k) 

En effet, des 


ignant par x, la racine en laquelle se change z,, de 
sorte que 4 = X, 2, =z,, la racine x, doit &tre telle que pour aucune 
valeur de lindice 2 on mait ©, =x,, car d’apres Uhypothese toutes les ra- 
1 v 


eines changent de valeur. La valeur Ss“ = g,s“ substitude dans les &qua- 
tions = 2, u, =7,, €. & d. dans les &quations 


1 2 1 2 
po+ ar s' u +p: a'?* s' u + u Po+ ag“ +p: Pa $ "L . 
1 2 1 ) 


pte"st+pas'+. = mtas"+matst+ 











5 Boldt, equations resolubles algebriquement. 


«ONMEe 
y fl r 7 


u = 0' ‚qQ,=p,® Be 


De la on conelut que la valeur 
l 
u 
Tr 


f Ra 3 d ‚2 
Ze wm pP Tas " pP: 5 


que prend la racine z,, sera 


A pP +Pp; Ü k—m g“ —- ... 
dou il suit 
I=XT 


rk Im ne) = u. hr ) 
( k— k- li 


Comme par hypothese la racine x, est differente de x, = x 


ee 
taut quil soit Impossible de satisfaire en nombres entiers, par rapport A 
et p, & l’equation 
h—-r+m—k)t+m—k,lup+rk—hm = (, 
k, h, m et r designant des nombres entiers positifs, moindres que «. Et si 
on eherche les valeurs de r qui remplissent cette condition, on trouve 
les suivantes 
r=m+h—k+u, r=m+h—k, 

done 2, =2,=2,, ; 

6. Apres avoir demontre les trois theoremes preeedents, on voit qui 
| expression 

.- ir tet ten te tet" )“ 

nadmet pour toutes les valeurs dont les radieaux sont susceptibles, que u«—] 
valeurs. Oes valeurs sont, par consequent, racines d'une &equation du degre 
«—1 dont les coeffieients sont des fonetions rationnelles des quantites qui 
entrent dans l’&equation proposee. D/ailleurs on voit aisement que chacune 
des «—1 valeurs en question s’exprime rationnellement par une queleonque 
dentre elles et que s est racine d'une Equation abelienne, dont le degre est 
«—1 ou un diviseur de u—l. 


11. 
Des &quations dont le degre est w. wi. ur... win, les nombres u, u, U,s ++». u, 
etant premiers et differents entre eux. 
‘. DNoit m = u.tt,.4,... u, le degre de l’&quation proposee Fir) =, 
U, U Ur 2e., ,, designant des nombres premiers, differents entre eux, et soit 
l 2 u—\ 
Pots"+ps"+-+Pp.-ı8 
la tonetion algebrique qui satisfait A V’&quation proposee. 


4 





\] 


IE 


IC 


St 
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Tun 


En denotant par is“) une valeur de cette expression algebrique, 
l I 1 . 
les valeurs ps“), Y us“), pla's"), ..., p(o“”'s“) seront « racines distinctes 
de l’equation proposee, @ €tant une racine imaginaire de «'—1l=U. 
l 

Le radieal s“ qui n’est pas eontenu sous un autre radieal, sera «it 

un radical exterieur. 
' 

8. Denotons par f(z,s") = 0 l’equation du premier degre 2-y(s") = N. 

et formons l’&quation irrddluetible /7f,(x, s“) = 0 du degre u, que nous 
1 ] 
denoterons par fi (x, 1") = 0, ou designe un radical exterieur. En donnant 
aux radiecaux toutes les valeurs dont ils sont susceptibles, lequation 
A. 
fi(x,t“) = 0 donnera au moins p= u, u,... u, Eequations differentes, et parmi 
ces equations il y en aura p qui n’ont pas de racines communes et dont 
le produit donne l’equation fir) =0. Soient 
l » 1 1 
6.) Se) =0, fs r)=0, fs) =0, ..., he) =0, 
ces equations et 
N 2. 3 
ı) fie) = fs, ")f(s, m) (a, &°)...fı(la, 8.). 
Je dis qu’en donnant aux radieaux toutes les valeurs dont ils sont 


1 


susceptibles, on ne peut deduire de fi(z,2”)= 0 aucune dquation qui ne 

soit contenue dans le systeme (6.). Car si le eontraire avait lieu, soit 
1 1 

fi(x,t") = 0 une &quation deduite de f(x, 1") = 0 et etrangere au systeme 


6.). Parmi ces dernieres &equations il existera au moins une equation qui, 
l 


sans &tre identique A l’Equation fi (x, f") = 0, a au moins une racine commune 
I 1 
avec fı(x,E")=0. Supposons que ce soit V’equation f(x, 1") = 0 qui ait 
1 
une racine commune avec fi (2, 0") =. 


De l’equation (7.) on tire 
| l 


' 
. u. "u, \ a / u, r "u, \ » m u 
fix) _— fi, t (a, 4" )fi a, 6 ) + fı(, 8, | 
1 
et comme les deux equations f(z,t")=0, fi(x,!")=0 ont une racine 
1 


commune, admettons que les fonetions f(x, «'s“), f(x, @"s'“ ) solent Egales. 
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1 
De ge: il est Eevident que le radical s’“, qui est un radical exterieur de 
t = 
(x, s'*), doit faire partie des radicaux qui entrent dans f(x, t“), car dans 


le cas contraire fi (x, #“) &tant divisible par fu(x, @ 1 serait aussi divi- 
1 1 
sible par Af,(ae,«@'s‘") ou fi(z,8"), ce qui est contre V’hypothese Le 
| 1 


radical s’“ faisant done partie des radieaux de fi(z, t"), on voit aisement 

1 l 1 

que s“ doit &tre un radieal exterieur de f(x, #"), car autrement f(x. t") 
l 

eontiendrait des radicaux qui n’entrent pas dans f(x, s'“). ce qui n’est pas 


possible. 
1 N) 


Mais si fi(z,#“") eontient le radical exterieur s’“, le degre m de 


2 


’equation proposce f(x) = 0 eontiendra deux fois le facteur «, ce qui est 

eontre Vhypothese. On ne peut done admettre que les &quations fi (x, t") = 0, 
l 

f(x, f“) = O aient une racine commune sans etre identiques. D’ot Yon 


tire Ja eonelusion quon ne peut deduire de f(x Wr )=0 d’autres equations 
yue les p Equations (6.), et que, par consequent, les coefficients de fi (x, t"") 
s expriment rationnellement par une racine d’une &quation irreduetible du 
degree p= u, in... u,, dont les eoefficients sont des fonetions rationnelles des 
quantites donnes qui entrent dans l’&quation proposee f(x) =. 

). Soit l’equation proposce du degree we, ol « est un nombre 
premier qui ne divise pas vo, et supposons qu’on puisse former suecessivement 
des &quations irreduetibles des degres u, u, u, ..., a’ dont les premiers 
membres divisent le premier membre de V’equation proposde, mais qu’on ne 
puisse plus former aucune &quation irreduetible du degre «"*" qui ait la möme 
propriete, alors on demontre comme au n°, preeedent que les coefficients de 
l’equation irreduetible du degre « siexpriment rationnellement par une racine 
dune &quation irreduetible du degre u”’e, dont les coeffieients sont des 


tonetions rationnelles des quantites donnees qui entrent dans l’&quation proposde. 


111. 


Des &quations dont le degre est w“, « &tant un nombre premier. 


10. Denotons par f(x) =) lVequation proposee du degre w" et par 


fs (x) = 0 Vequation du premier degre &—-2,=0, x, designant une racine de 
l’@quation proposee. 





r 
1 
3 
# 
; 


i 
3 
x 
i 


| 
j 
v4 
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Formons les «quations irreduetibles I7Tf,(2)=0,. T,f,(z) = 0, 
T,f(&)=0, ..., I, fh(e) =0, ot operation ZTIT, f(x) est designee par 
N, .ıf(®). Denotons par fı J=0, pla)=0, ba)=0, ..., la) = 0 
ces &quations irr&ductibles. dont les degres sont u, w, ww, ..., 

En decomposant la fonetion f,(z) en u” facteurs irreduetibles du 
degre u, soit 

(a) = fi(z)fi (a)fı (2)... fer’), 
ou le produit des « premiers facteurs est /I/f,(z) ou &(x). En deeomposant 
f,(2) en u” facteurs irr&ductibles du degre u’, soit 
Ef) (ef (2).. ‚GP (ee), 
ou le produit des « premiers facteurs est Z/f,(x) ou f(x): et en continuant 
la decomposition, soit 
(2) = ka) (a) (8). FT? (®). 
Lorsque nous voudrons mettre en vue un certain des radieaux exterieurs 


1 


4 


©" de l’&quation f,(x) = 0, pour prendre par rapport A ce radical le produit 
l 


IIf,(x), nous &erirons f,(z, ©) au lieu de f,(«). 

Nous supposerons toujours que l’equation proposede f,(2) = (0 ne puisse 
etre decomposde en u” &quations, chacune du degr&e «””, telles que leurs 
coeffieients soient des fonetions rationnelles d’une m@me raeine d’une &quation 
du degre w’, et que les coefficients de cette derniere soient des fonetions 
rationnelles des quantites donndes qui entrent dans l’&quation proposce. 

11. »oit 


1 1 1 1 l 
ITf,(&, 0") = f.(a, @")f,(2,a0")f,(a, a ®")...f„(a, ao 
et par eons&quent 
1 1 1 1 1 
IIf,(2,%") = f,(2,@0")f.(2,a@")f,(x, @'*) u), 
1 l 
Considerons la fonetion ITf,(z, @“) qui ne contient pas ®@“, et denotons- 
1 1 l 
la par f,..(2,r“), »“ designant un radical exterieur; la fonetion ITf, (x, ©” ) 
h. L | 
ne sera autre chose que f,..(2,r'“), ol v'“ sera un radieal exterieur. 
1 1 


Soit f„(2, @©*)=0 une &quation deduite de f„(x,@*")=0, et telle 
1 1 


que /7,f.(z, ©") soit divisible par f,(z, ©") sans que /T,f.(z, ©") soit 
I 


m \* 
1 


divisible par /7f,(@“). Dans ce cas ©“ fait partie des radieaux exterieurs 
l 


de IT, m T, @" )" 
Journal für Mathematik Bd. LXXXVII. Heft1u. 2. 2 
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A . 
12. Denotons par p(o/‘ ) la raeine rı de l’equation proposee f,(x)=0, 
l 1 





“ etant un radical exterieur, et par f,(z, 0°) = 0 V’equation &—y(of) = 0. 
= 


Formons l’&quation 77 f(x, 0“ )=0 du degre u, et supposons que 


l l » 1 
(2,0) =fu(x, 0“) sans quon ait //fi(z, 0“) = ITf,(x, 0“), je dis que 
1 l 
les equations //f,(z,0o)=0, f(x, 0,“)=0 mauront qu’une seule racine 
1 l 


commune, qui est p(of), egale a p(o*). 
# N 
En eftet, /Tf,(x, 0“ ) etant divisible par f,(z, 0,“ ) sans &tre divisible 
1 l 


par //f,(x,0,“), la fonetion /7f,(z, 0“) contiendra le radical exterieur 
2 je 
°,“, et on pourra, par consequent, la denoter par fi(x,0,“). Et comme 


elle est divisible par f(x, 0,“ ), il s’ensuit que les fonetions f\(z, a0,“ ), 
1 ı I 
fa, 0“)... fi, eo,“ ) seront respectivement divisibles par f(x, 0,“ 
1 l 1 


’ 


ia, eo"), 22.5, fol, e“'o,“). Mais comme les fonetions fi(x, @0,“ 

2 Ä 1 

fiir, 0). ., fi (a, eo,“ ) m’ont pas de facteurs communs avec fi (x, 6,“ ), 
l 

ou //fi(x, 0“), il siensuivra que cette derniere fonction ne pourra non plus 


5.3 l 


4 


avoir de facteurs communs avee les fonctions f(z, co“), ha, 0“). ».., 


I 
u—l - U 


(ar, e“”"o,“). Et comme, en outre, on a 


we‘ 1 


l 
) = file, a") (x, oje fı (&, 00," )...fu[a, a" o,#), 
1 I 

on en eonelut que /Tf,(x, 6“) ne peut avoir avee /7f,(x, o,“) d’autres facteurs 

1 1 

x / 1 4111 , Ag en N ' im x f u 
communs que f(x, 0,*“) qui, d’apres I’hypothese, est egal a f(x, 0%); et 

| 


les deux equations //f,iz, 0 )=0, IIf,(z, 0, 
communes, ne peuvent en avoir quune seule. 
13. Puisqu’on a 


ITf,(x,0#) = (c-z) (2-2) —-28;)...(e—2,), 


1 
u 


II fix, 0 


1 
u 


)=0, si elles ont des racines 


n 


%, 0, Lyy 2. 2, etant w des «” racines de l’equation proposee f,(z) =V, 








I 


3 
& 
14 
i 
4 
% 
bu 
= 
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il siensuit que le nombre des valeurs qwadmet la fonetion //f,(z, 0“) ou 
1 


fı(z, 0,“), lorsqu’on donne aux radieaux toutes les valeurs dont ils sont 
susceptibles, ne peut surpasser le nombre des valeurs differentes que donne 
le produit forme en combinant « & «u les «” valeurs (@—a), (2 —a,). 
(2—4;), ..., (7—a,») sous la condition que deux produits queleonques 


n’aient pas deux facteurs egaux. Et comme le nombre des produits ainsi 
l 


.—i1 ’ : } 7 
formes est u” Es il sensuit que f(z, 0“) ne peut admettre plus de 
ni 
u T vyaleurs. 
i u— 1 
14. Supposons qu'on ait forme les &quations irr&duetibles 
1 l 1 
fı(, 0) =(, II fı (2, 5, )=U, IT, fi (T, 7 )= v, 
I I 
I fe. 0, w_ 0, ET II tafu\T, of \=(), 
Ri R.. 
et que /T,,.fu(&, 0“), qui est divisible par IT, f(x, 0). le soit en m&me 
1 1 
temps par //,fu(z, 9“), que nous denoterons par f,(x, ©“). sans que 
1 pP ) 


II, fo (X; 0 ) soit divisible par II m \T, w;“ ), Dans Ce As II rafı (®, of ' 
1 


eontiendra le radieal exterieur ©“, et nous le denoterons, par eonsdquent, 
1 1 1 


» 


par f.,.(2, @). Si maintenant f„,.(@, 8“) =f,,.(2, @“), je dis qu'on 


doit avoir 
| 1 


ul... (Be, o, . ) — ITf, N (\T, Di,“ R 
En effet. soit 
e‘ 
[na H)=rt "+A re Ar, 
done 


1 


, BE mFt- 
far 8, at)=r | 


n-+ 


! mrAa__ m+a_, , 
+ A,“ "+++ A, 2“ Lee —(), 





E 


Si dans f,,.(2, ©“) on remplace liineonnue x par une indeterminde 

l 
c, on pourra regarder l’expression algebrique f,„..(e, ©) comme raeine 
d’une &quation irr&duetible dont les coeffieients sont des fonetions rationnelles 
des?quantites donnedes qui entrent dans l’&quation proposee f,(2)= 0. Or- 
2% 


1 
u 
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donnons cette expression suivant les puissances entieres du radieal exterieur 
) | | 


un 


©“ de sorte qu’on ait | 


1 2 u—1l 


1 
ME (c, or) - h,+h,@®Y +h,0/' 7 +h,,®,“ ) 
et par consequent 





ro 


l ul 
u ! 


1 
Fi (6, ©,’ ) == hu+h,®,“ +h,@®,“ ++ +h,_1®, r 


1 


Comme nous avons f,,.(6, ©) = fu;.(C, @,“), d’apres V’'hypothese, on aura 


Ro 


u—l u—l 


1 2 i 2 
8) W+höf+h,o +. -+h,_,©" = k+h@“"+h@“ + -+h, ,®, * 
1 
Nous demontrerons en premier lieu que @“ ne fait pas partie des 
radicaux qui entrent dans Au, hy, Ar. ..., A,_.. Pour le prouver, soit 


l 1 
u = fr: ir +...) 
done 
A | 
o, = f(Pr", vu, EP: 


l l 
ou ri, ri, ... designent tous les radiecaux qui entrent dans ®,, f une 
fonetion rationnelle de ces radicaux et 9, 7, ... des racines de P"—1=0, 
yhn—1l=0, .... 


1 1 
— 4 


Comme on peut donner & ©“ la valeur «@“ sans changer les valeurs 
des radiecaux qui entrent dans ®,, il sera demontre qw'en changeant de 





1 
cette maniere la valeur de ©“, la valeur de @, ne sera pas changee. Car 
S- 
lorsqu’on ne change pas les valeurs ri", r°, ..., qui entrent dans @®,, la 


1 1 
fonetion @, ne pourra changer de valeur lorsque ©“ prend la valeur «@f, 
que lorsque quelques-unes des racines 9, z, ..., qui n’entrent pas dans 

1 
d,, changent de valeur. Swpposons que 3 change de valeur lorsque ©“ 
@,, ehangent de valeur. Supposons que 5 change de valeur lorsque @®; 

l 1 
prend la valeur @@“. Dans ce cas le radical @* doit faire partie des 
radicaux de la racine %. Mais si la racine 2 de Vequation P"—1= 0 
u 

change de valeur lorsque le radical @*, qui en fait partie, prend la valeur 





ır 


77 


Ö 


Wh 





an ee TE e 


a re 


u a a RER T 
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1 
a M 


e@“, le nombre u doit &tre un diviseur de «,—1; done u, = wec+1. Ainsi 
ß sera racine de l’equation A*"—1=0, et nous aurons 


wD, = firi gr rer, nähe 


at = [fir rt, 2.9], 


d’ou il suivrait que la racine /, qui d’apres I’hypothese, contient le radieal 
1 1 


R|- 
| 


_ 


u ey 


o‘, contiendrait aussi le radical r/“*', ce qui n’est pas possible, puisque 
les indices des radiecaux qui entrent dans la racine de l’Equation A"—1-—=0 
sont moindres que wc+1. On ne peut done admettre que ®, change de 
valeur lorsque, sans changer les valeurs des radicaux de @,, le radieal 
1 1 
ni > 
©“ prend la valeur awf. 
Apres avoir demontre cela, examinons si les eoefficients A, A. 
1 
Ray ».., Au eontiennent le radical ©“. Si cela £tait possible, alors, en 
1 1 
donnant X ©“ la valeur e@“, sans changer les valeurs des radieaux eon- 


tenus dans @,, les eoeffieients A,, A, Ar, ..., A,_., se transformeraient en 


u—] 
1 


hu, hi, hi, ..., Au, mais le radical ©,“ ne pourra en m&me temps changer 
1 


de valeur; car si ©,“ changeait de valeur, il ne pourrait prendre que la 


1 
aleur @’@,“, puisque nous venons de voir que ©, ne change pas de valeur. 
1 ı 2 
Ainsi si ©,“ prend la valeur «@,“ lorsque ©“ prend la valeur «@, ®/' 


l 1 1 
prendra la valeur &@“ lorsque ©,“ prend la valeur «@,“, et les eoef- 
ficients Au, Ar, Aa, ..., A, Se transformeraient en m&me temps en A,, Aı. 


1 


hr, ..., Au, ee qui n’est pas possible, car lorsque le radical @,“ prend 
1 
la valeur «’@“ , les coefficients A,, A, Ar, ».., Au, ne changent ni de 
2 
forme ni de valeur, vu que ©,“ est un radical exterieur. Done, si Von 


‚ eontiennent le radieal ©“, 
l’equation (8.) ayant lieu, on aura, en donnant A ©“ suecessivement les 


1 1 | 
u—1 


admet que les coefficients hu, Ai, Ar, .... A 


uU 


valeurs e@f, ®@f, ..., a'""@“, les equations suivantes: 
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m = u—1 


N ©; da th 


3 
a 
2 


“en — v+h, 0 Hm“ en h, ,@, a4 
huth, eat ak Frl +, em“ 
2 u—! 
— WHh, ®, “+h wi“ a er B; 
(9) Pe 


PER Wr + h,a* @“ FRE h,-ı di ua M 


2 u a 


= h, +h ©"+h, ©“ +--+h,,®, * 





nm 


R wol 
hu+he'® + ar at, ,0@®,* 
| a, 


\= hi" +h’@, LMar+.. +19, @ 


u WW 





En ajoutant ces &quations apres les avoir see multipliees 
par 1, 0”, @°", ..., aD“ nous aurons 
m 1 ul 
(10.) uh,®y = lm)+Ypım)@" +p; mar ++, m)’ lm +p,,(m)®, * , 
ou 
(11) gm) = h,+h, ae" -+hl a" ++ hi, am, 


1 1 1 
et comme @,“ ne change pas de valeur lorsque ©“ prend la valeur «®/ 
Lu 1 


b 


— 


et que r&ciproquement ot ne change pas de valeur lorsque @,“ prend la 
ı 
valeur @@,“, nous aurons aussi 
m 1 


fi h Y,(m) - -p, (m) a@,“ +, (m) oe" o" +. 


(12.) a ' a 
| ++, (m) eo’ To +++ 9, (m)a” @, ai 

d’ott il resulte que les seconds membres des &equations (10.), (12.) sont Egaux, 

ce qui ne peut etre que lorsque ehacun des coefficients p,(m), 2(m), 

FM), 22.5, Pu-'(m) est Egal A zero. Donmnant par consequent & m les 

valeurs 1, 2, 3, ..., a—l, l’equation (11.) donnera les &equations 


h.+h,.a' -+h a” +..4+ he) au = d, 
h.+h.a” +4 a" ++ Na ud — (, 
h. + h. a” ker EURER ur = (0, 


W cl TORE he" ana]. 2 hl una 0, 





dl 


h 


C 


h 


r 


d 
d 


ti 


u 





es 


IX, 


es 
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l —) —)3 (u—]) 


d’ou il suit que a7’, 07, a’, ..., a sont racines de l’equation 


h,+h,y+h, yt- +9 yt =, 


et Von aura h.=h, =h, = + =Ä4". 
Si done on voulait admettre que les eoeffieients Ay, Aı, Arr ».., Auı 
- 
eontiennent ®, ils ne changeraient pas de valeur lorsquon donne A @/ 
1 


la valeur &@“ sans ehanger les valeurs des radicaux de ®,, et les deux 
premieres des &quations (9.) donneraient 
2 u—1 1 2 u 


l 2 
w+höf tor +. +h, 0" htheöt the ft. +h, art," 


ce qui n’a pas lieu. Ainsi on ne peut admettre que les coefficients 
1 


ho, Ar, Ars ».., Au eontiennent ®Y. 
1 


Cela £tant, et tirant de l’&quation (8.) la conelusion que ©,“ s’exprime 


rationnellement par Au, Aı, ».., Run An A, --, Au, @f et @,, nous 


aurons 


2 —] 


l 
13.) oo” = B+Bö" +B,8"+..+B,_ 0° 


[7 


I 


l 2 u—l 
Io, = (B,+B,0" +B,0° +... +B,_,0,* 
| 2 v n—l 
FR.-. . 


\ u 
| u gut 1,9; - 8, +'+g,8, +eet+gq, ‚®, a 


doü Von tire  —,=0, =0, a =0, .., ,=0, .., n-iı=0. Car 
l 


dans le cas contraire ®@“ s’exprimerait rationnellement par ®,, @,, B,, B.. 
l 

B;, ..., B,-ı, et il suivrait que f,(c, ©“) du degre «” par rapport & l’inde- 
l 1 


terminee ec ne contienne pas le radical ©,“ tandis que f„,.(e, ®,“) du degre 
Ä 


w”*“, qui est divisible par f„(e, ©“) le eontient, ce qui n’est pas possible. 
De (14.) on aura par consequent 
1 > 


< V 
o, = (B,+Be«e@* +B.eo @" +. +B,®@" ++ +B, a" @,“ 


et par suite 


v u—l l 


(B,+B,@# +. -+B,o 


. + ++B, ‚@,“ )a’ u B,+B, e@, ee 


1 
u i 


++B eo“ +.:+B, eo“ 
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done 


nA Zu. Be u 


et V’&quation (13.) donnera 


u—l 


1 B..4 
ö" = B,öf. 
RN 
Cette valeur de ®,“ introduite dans la relation 
— A 
(...(,0F) = 1.,.(6,07) 

entraine 
- En 1 


Fu+a (€ o")=f...(c, B,®) = fu1.(6, &f'), 
h- = 
et eette relation ayant lieu, on aura aussi, en mettant «'®“ au lieu de ©, 
quel que soit Ak, la relation suivante 


1 3 1} 


/ k u = f vu nn / kv u 
A ° a ww; ) == fnr0(6, B,« ur ) = fnra(E, ü& w, ), 


d’ou Yon tire 


fn+a (6; or Fra ( 


1 l 
Mu —l — u 


Dr )fnru(C, @ @; )- << fnta(C; af w,) 


1 
f 


1 1 i 
= ® 


Zu r (6, @,' ayf, ra c, a ®, If ra (6, 0 4 (6, a - @,“ 


ou 
1 1 


II f,...(6, ®f) “=> II (c, ö,“), 


m+a 
done aussi, en remplagant lindeterminee e par linconmue x, 
ı ı 


II f,.z.(%, ©) = IIf,;,.(%, ©"). 


15. On eoneoit et . demontre lee que lorsque la relation 
24 7 
fra(0, ©) = fnru(®, ©,“ ) 

entraine 


II fur. (8 ©) = IIfur.(&, ©," ), 


N + da 
la relation 
ı 1 


fnra(®, ©) = furalE, ©,“ ), 


ı 
f...(x, ©“) etant une valeur queleonque de f,..(%, 


1 
fr 


m 


), entrainera 


— 


1 
IT f.;.(%; of‘) = ITf,,,.(&, ©"). 





‚ation 
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De la on tire la conclusion que si le nombre des valeurs qu’admet 
1 l 


fin (&, ©) est p, le nombre des valeurs qu’admet /7f,, (x, © ) sera «u fois 


m 


moindre ou ne pourra surpasser . ‚ bien entendu que les conditions attachdes 
l 
A faul, © ) du n®. 14. soient remplies. 
16. »oit maintenant f,(x) = 0 l’@quation proposee du degre u”, dont 
une racine soit 
1 2 u—1 


%ı = pt tpH + tPpuı 
1 


(4 


et denotons par f(x, 0) = 0 lequation c— x, =0 du premier degre. Les 
fonctions 


r l l x‘ 
(15 fy\®, 0, ) HH ol, 0, ); IN,fı(e, Y7e Js Be 
(20 j 1 L‘ 
f \ f \ / u \ 
Imufe, of), Bee IT arafu(®; of Js Ba es I , 1/0 T, 0} , 


1 
diviseront f(x), et si l’on denote par f,(z,0,“) une valeur quelconque de 


fo(, of), les fonetions 
1 N 


1 
fh(a,0%), Zf(a,o#), Ihfıle, 0), 
1 1 1 


Bee 25 BE 6 II „-$(&; 0“) 


diviseront aussi f,(z). 


a0, | 


Si parmi les fonetions (15.) on prend une fonetion queleonque 
1 


IT,,.fo(z, 06) du degre «”*“, il existera parmi toutes les valeurs qu’admet 
cette fonetion, «””""“ valeurs qui n’ont pas de facteurs communs, et dont le 


produit donne la fonction f,(xz), de sorte que 
1 1 | 


(17.) fi (X) — IT „; afu(®, 0, ) ER. ul; of ) ... II, lvl, ı)* 


1 
Il est Eevident que parmi les valeurs que represente f(x, 0“), il en 
1 
existe une, telle quw’en formant les fonetions (16.), la fonetion 77, , f(x, 0,“ ) 


d 


ne soit egale a aucun des facteurs qui figurent dans (17.), car dans le cas 
1 


contraire 77, ,.fu(z, 0 ) n’admettrait que «”"""“ valeurs, cas dont nous faisons 
abstraction. 
17. Oela etant, soit 


1 1 1 1 


(2) = Mnrafo(a, 5") Anrcfu(z, 0) TI, ,.fu(&, 0")... Tuch, pe ar 
Journal für Mathematik Bd. LXXXVIH. Heft 1u. 2. 3 
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1 


# 
ä 
& 
3 
Ä 
; 


€ 
et comme la raeine de l’&quation fu(&, 0“) =0, qui satisfait & l’&quation 
[ai 
Trafo; or) 0, doit aussi satisfaire & une des &quations 
1 ı ! 
IT „+0fu(&; E as IT „+.fo(&; of ) = v, . oo 0% IT „; fol; 9, un—m — u =U, ( 


1 
supposons quelle satistasse a l’&quation IT, , „fy(@, 0“) = 0, ou que IT „zufu(&, 9% n 


soit divisible par fu(®, Br ). De plus comme Hurafo®; of“) peut etre divi- 


sible par un certain nombre des fonctions IIf(z, 0“), Tl,fı(z, 0 ”) etc. 
1 


sans cependant &tre divisible par /7,,.f (z, ,“), admettons que IT, ,.fu(z, 0) 
soit divisible par 
1 1 1 


fu(z,0), Zfla,of), Afla,or), :»... ZA,hle; Br 
1 


” 
FE nn wien SR rt - 


sans etre divisible par 77... (=; 0"). 
1 l 


En denotant //, fu, a, a) aa f,. (2, ©“), la fonetion IT, ,.fu(z, 0 ) 
1 


eontiendra le radieal exterieur ©, et pourra ötre denotde par f„..(z, ®f ). 
Par eonsequent, toutes les fois qu’on a 
l 1 
ul) = fl), 
on aura aussi 
1 


1 
(2, ©") = IIf,..(x, ®,*), 


an! 


ITf 


n-+a 
3 1 
ru (2, ©") m’admet que p valeurs, If, @f 


et il s’ensuivra que si url 
p 


ne peut admettre plus de 


1 


valeurs. On tire de la la EEE que 


‚ eg - A "1 i 

/If,(z, 0“) du degr&e « madmettant que uw” en raleurs, la fonetion 
1 

IT „_‚fu(z, 0“) du degre u" 


n_ 


u" — 1 
n’admettra plus de u: "er) valeurs, et les 


1 


l 
eoefficients de l’equation /T „ıf(®, s“)—=0 s’exprimeront rationnellement 


Mr. 


par une racine r, d’une equation F(r)=0 dont les coeffieients sont des 
fonctions ‚rationnelles des quantites donnedes de l’&quation proposde f,(z) = 0, 
et le degre de l’equation F(r) = O0 ne surpassera pas u- Er 
18. J]l ne reste maintenant pour determiner les coefficients de 
l 


l’equation 77 „ fo(a, o“)=0 quwä& resoudre lequation Fr) =0. A cet 
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effet, ayant 
1 4 1 


Br ER EEE 


I „ha, of )= (2-2) (8-2)... (2- 1), 
on demontre ais&ment que les racines de I Baal F(r)=0 sont les valeurs 
differentes de l’expression 
1 
) I a-ı (Ce, 0) 2.2 (e—-x,)(c- 2)... (0-2 a-1); 
c €tant une indeterminde. 
19. Considerons la a ai 
1 1 1 
| .e) = Re, ern) 
MW Sl a2 = kt ai 
| ou fu‘ (a, ) designe la fonetion ZZ, ‚f(x, 0); et comme d’apres Uhypo- 
| these (2,77) a plus de « valeurs, supposons qu’on ait en donnant aux 
radicaux toutes leurs valeurs, les ö d&ecompositions 
E? ı Ad £ 
| f.(&) — (2, "h- ı(®, a nf )fa-ı anf NV (®; 0“ Inf E 
ı A 4 
(2) = fa-ı(® 2 nf 2,0% )n-ı, nf)... anf), 
(18.) ( JA ı R. 
a u—l. u 
f (®) u MV, nf le, a nf Ya, a n3 Yes fu le, 0 N; ), 
Ei Bi E | 
Ale) = la, nf), en), nf)... Ne, anf). 
D’apres ce qui a edt@ demontre, il s’ensuit que les faeteurs qui 
figurent dans une queleonque des d&ecompositions sont distinets des faeteurs 
d’une queleonque des autres decompositions. D’ou Yon tire la conelusion 
1 
que le nombre des valeurs de f,_ı(2,»7,“) est un multiple de «. De sorte 
que si le nombre des valeurs est wi, ö ne peut surpasser je =... Doa ül 
suit que le degr& de l’equation F(r) est wi, et que les racines de cette 
1 
equation, qui sont les differentes valeurs de f,_,(e,n), seront 
| 1 1 1 ı 
4 ur un . . . u 
‘ hen Aason) haar) + Alan) 
| hi ı 1 
hm), Aion) fassen) 2 len), 
(19.) ı ı RT 


f.-ı (c, n3 ); fı (ec, 0 n3 ); A 1 C, any )» ru Fi ı\C, ar 7 \ ), 


1 ı l 
Kan) Aalen), anf) 5 hal, at'ne), 





"el. 
| 
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Ces racines ont la propriete que lorsque une racine d’une ligne 
horizontale quelconque se transforme dans une racine de la m&me ligne 
horizontale, toutes les racines de la ligne horizontale ne peuvent que se 
transformer les unes dans les autres; et lorsque une racine d’une ligne 
horizontale se transforme dans une racine d’une autre ligne horizontale, 
toutes les racines de la premiere ligne en question se transforment dans 
les raeines de la seconde ligne en question (n’. 17.). De läa il resulte que 
de l’equation irreduetible du degre u 


1 l 1 1 
( 20.) IIr— „le, N )) _ (r—f. (ec, N“ )) (r—f.-ı(e, an, )) . (r—f. (le, a 7 E )) 
— r“ +p: r“ 1 +p; pi -? . as 1 Pu — () 


on ne peut former que © &quations irr@eduetibles, dont les raeines sont 


respeetivement les valeurs de ehacune des lignes horizontales (19.). Par 


eonsequent les eoeffiecients pP, Pr, - +, pP. de lVequation (20.) s’expriment 
vationnellement par chacune des racines d’une &quation irreduetible du degre 
i dont les eoefficients sont des fonctions rationnelles des quantites donnees 
u” —1 


de l’equation proposee f,(2)=0, et le degre ö ne peut surpasser 
U — 


IV. 
20. En nous fondant sur la resolution que nous venons d’obtenir, 

nous pouvons trouver un resultat plus simple. 
Nous avons suppose que f,(z) se decompose de ö manieres differentes 
u" —1 
nl 


‘ 


et nous avons demontre que ö ne peut surpasser Nous demontrerons 


o 2 w" _— # 
maintenant que est effeetivement — P 
Pour demontrer cela, nous demontrerons pr&alablement que si dans 


T , ., . n\X 
na) _ 9 on regarde x, comme donnde, l’equation [n(®) =e() 
ze — Tc I — Iı 


fa) 


l’equation 


sera irr@eduetible. Car autrement on aurait = pı(z, 2), (8, 2), 
l 

yı(lz, ©2,)= 0 etant irreduetible et du degree p—1, (x, &,) = 0 du degre 

u"—p: Ssoient ©, 3, :.., z, Jes racines de yla,2)=0 et 2,,, 


Tyan eer, Zum eelles de p (2, 2.) = 0, p-1 et u"—p Etant plus grands que l’unite. 
En denotant une racine queleonque de y,(z,2,)=0 par x et de 
y* . y , . . 
p,(2,x%)=0 par y, et eliminant z,, nous aurons F(y, x) = (0, equation qui 
sera satisfaite en prenant pour x une raeine quelconque de y,(z,2,)=0 et 
pour y une racine quelconque de (x, x2,)>=0. Soit par consequent 
\ F(y, x) _— y“” PL. w, (2) y“" ij ..— v,(e)y“" PAtLie SER 0, 
—1 f —? ; 7 
IFy,a)=ar + Wet ++) He. 





(21.) 








3 
A 
1 
$ 
a 
20 
N 
R 
3 
| 
& 
. 
a 





VER AT ee are we er 


SR. 3.10 BE WEN NSERCHENGEE? 








4 


de 
ra 


d’ 


1 
m 
tr 
di 


q 


n 


fi 


c 


„Ser 


Be ER FAEN FR 





Breite 





re ee Tr 


Er EEE 


N ae er ee iin 











Boldt, equations resolubles algebriquement. 21 


Les racines de la premiere de ces &quations en y e&tant les u"—p racines 
de (x, 2) =0 lorsque dans w, (x), ..., w,(@), ... on prend pour z une 
racine queleonque de p,(2,2,)= 0, il resulte vw, (©) = w.() = "= w,(t,). 
d’ou Von eonelut v,(m) =), vw. (&)=04(ı),..., w(z,)=0(z,), ec. dd. 
2%, 2, ..., &, Seront raeines de w.(z)-#(z,)=0, et Von aura l’egalite 
v.)—-O2)=Py,z,x) ouw,.(2)=4(x2)+Py,(z, x). Comme le second 
membre de cette &galit& ne doit pas contenir x,, il sera rationnel et syme£- 
trique par rapport ä toutes les racines de f, (2) =, dou w(@)=0f, 8: 
done F(y, x) serait par rapport & x au moins du degre u”, tandis qwil n'est 
fn(®) 
I — I, 


Pour demontrer la proposition que nous avons en vue on remarquera 


que du degre p—1. L’&quation -(0 est done irr&duetible. 


maintenant que le facteur (e—x,) entre dans toutes les ö d&eeompositions 
(18.) et m’entre qu’une seule fois dans ehacune de ces decompositions: de 
sorte que ce facteur entre dans une queleonque des fonetions 
B. a 
(22.) s (®, nf ), n-ı (8, nf E fi ılE, 4 88 f; (2,nF). 


1 


Si dans la fonetion f, (a, n/‘ 


Il 


‚ on regarde z, comme donnde, la 
I 

fonetion f,_,(z,n“) nm’admettra que les ö valeurs (22.), et toute fonetion 
rationnelle et symetrique de ces valeurs sera une fonetion rationnelle de z, 
et des quantites donndes qui entrent dans l’Equation proposee f,(z) =0. Le 
produit de ces valeurs, que nous denoterons par F,(x), le sera done aussi. 

Si l’on divise maintenant F,(x) par (r—xz,) et qu'on denote le 
quotient par F;(x), les eoefficients de F;(x) seront aussi des fonetions rationnelles 
de x, et des quantites donnees qui entrent dans f,(x). Et comme F; (x) = 0 


EN 
[} Eu . “ * » [2 x .» [3 = [4 . n] LI 
eontient au moins une racıne qui satisfait a | equation irr@duetible 3 9, 
T T, 
on aura 
N / nz) N” 
F;, (x) u [ [ ) . 
ü ° LE — 7 
, y N , (2 x . en . fn(x) x 
Le degre de F;,(x) etant egal A i(u”"—]) et celui de —— A 


„ x 


u” —], on aura 
(u '—1) = m(wW"—1), 


done 


| wi . m 
ia - — = um- 
un-! en | h u" RE 
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Comme d’ailleurs ö et m sont des nombres entiers, on doit avoir 

















a i 
m-= # A, 
u—1 j 
ou A designe un nombre entier; done ö = cz, — 4. Mais d’apres le dernier 
—1 
n°. ö ne peut surpasser en ‚done A=]1, et par cons&quent 
RE u 
Ti a A TE. 
u—1 u—il 
Il suit de la que les coefficients de T’6quation irreductible (20.) 
r“+p,r“ T4pmr+ .....n (0 
l 
dont f_ı(e,n°) est racine, sont des fonctions rationnelles d’une racine y 
d’une &quation irreduetible dont les coefficients sont des fonctions rationnelles 
des quantites donnees qui entrent dans l’e&quation f,(z)=0, et le degre de 
1% w—l 
l’equation en y est u z 
21. Si pour un moment on ne donne qu’une seule valeur aux coef- 
fieients de l’equation (20.), la fonction zn 
we 1 1 
In-ı(6, ni )+@ "nl, anf)-+a” „-ı(6, Vi nf pe .t+auD „18, ar" f) 
des racines de on - n’admettra que les «—1 re 
i 
(n (nf )tatfıle,anf)+af_.(e, a'nf + 
I ya 
+ taardf,_ (ce, wu 7) = 6, 
1 4 
PIE: N A) +0" e 1 (6, anf) + zu ? -ı(c, a’ ni ‘)-+*- 
(23.) 
a Are DE = 
ı 1 
_ ne )+efı(e,anf)+a@ flo, ednf)+- 
\ 1 u 
u + cr (c, ar n\ y) — Su- 1» j 
valeurs que nous pouvons regarder comme connues. 


1 
Les &quations (23.) resolues par rapport aux fonctions f,_ı(c, nf“). 
1 


f-ı(e, an“) etc. donnent pour la premiere de ces fonetions la valeur 
ı 4 fr > 


fi ı(6, 7 TR = pı+ts/ +sf +. .+sf un 


ou les quantites connues $,, 82, ..., 8, Sont les «—1 racines d’une &qua- 
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tion du degre u—1, et les eoefficients de cette derniere des fonctions 


. . , . ‚ u" ve 1 . 7 . 
rationnelles de y, racine d’une &quation du degre n% dont les eoefficients 
sont des fonetions rationnelles des quantit@es donndes qui entrent dans f,(). 

. . . ur — 
Si maintenant on donne A la racine y toutes les we valeurs dont 
elle est susceptible, on tirera de la derniere &quation les 7 equations 
u— 
sulvantes 
2 N 3 2 en 
f ı(e, n\) - „cptef +sf Ts.) 
E 1 iA 5 18 
4 -ı(C, N ) - u ( - 9, +8; tehr 2 ade r Su); 
Z; ı (€, n; ) wu 07 (—Ppı 7 8; 1 + Su + he 7 el... 3)» 
u 
Rn 1 2 a 
u BF u G-1) 1 u LoM u \ 
fi |: (ec, N; ) ra u ( Pı ' $ m url ut -u+? $ un —] . 
\ , . . , . . ur” — 1 f; 
Dans ce systeme d’equations © est Eerit au lieu de - he 
v u — l ı 
ont les i= “ Z valeurs de | t $ u 
St ) x nn u—l va eUTS (de Pı, C $ı, 5, a. $.—1H Sus $u+1s ..0 04 “ 


sont les «”—1 racines d’une edquation du degre u” —1 dont les coefficients 
sont des fonetions rationnelles des quantit@s donndes qui entrent dans f,(&). 
I 


En ajoutant toutes les valeurs de f,_,(e,n“), nous aurons 
1 1 1 


fa-ı (€; nt )+tfa (ec, n)t+tf. ı\C, ei .) 


n—ı 
l l l 


‚ER pr, | 
= zieren ta ti ten ); 


u 1 
oa g=—(m+tpıtpı + +pl) est une fonetion rationnelle des quantitds 
donnees qui entrent dans f, (x). 
22. Au lieu de la fonetion 


(e-2)(ce—-2%)...(C—-z .-1); 
1 


que nous avons designee par f,_,(e,n{), eonsiderons la fonetion 


Lit +‘. +r n 1» 
1 


et designons-la par „(nf ). 
Appliquant & la fonetion 9,_,(n“ ) le raisonnement que nous venons 
1 


d’appliquer & la fonetion f,_ı(e,n) et remplacant, par consequent, dans 
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(23.) les valeurs s,, &, ..., $,„_,, qui dependent des differentes valeurs de 
| 


f»-ı(e,n“), par les valeurs eorrespondantes r,, 72, ..., 7 „_,, qui dependent 
= | 


des differentes valeurs de g,_ ln“ ), nous aurons 
1 


pn | top, Kar )+ re A: 
(24.) 


u BENENE kete n—1L/} 


ou C designe la somme de AR les racines de l’&quation proposee, prise 


fi . * x . ’ . ! 
- fois, et OU 7), 2, ..., 7„_, Sont racines d’une &quation du degre 


u” —1 dont les coefficients sont des fonetions rationnelles des quantites 
donnees qui entrent dans l’Equation f,(z) =. 


23. En ayant egard ä ce a les fonctions 
1 1 


han), ham), rn lan) 
a—1 





— | 
Er valeurs de 


sont les 
(e—2,)(c—-2)...(C- En); 
lorsqu’on y regarde x, comme quantit€E donnee, et en tenant compte de ce 


qui a ete dit au n°. 20, nous aurons 











1 1 1 
(e— 2) F; (x) ua F, (x) = fı. ı(c, n\ ‚fi ı(C, nF Iso fa ı(e, Nm ” 
et u 
hie) 
2 ’ n__1 n ut 
dit etm=- 
u —1 u —1 
On voit de la que dans la totalite des fonctions 
1 1 
AR ı(c, nf), fa-1(6, MET fn-ı (6, ni un 
u—l 
"—1,.. | 
(ce—x,) est contenu ? ou Per fois comme facteur, et que chaque valeur (c—,,), 
‚ mr n—1 | 
x, etant different de z,, y est contenue m ou Pr Dr fols comme facteur. 


D’ou l’on tire la conelusion que dans la totalite Be fonctions 
1 1 1 
ee euer Ms NUR 1) 


u-ı 


—1 ..* . “ , 
nd fois comme terme. et que chaque racine x, diffe- 


nu —1 
ui 1 " 
rente de x, y est contenue ir a2 a fois comme terme. Par consequent on aura 


x, est contenu 


1 
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1 I 1 


Pant )+ pn) + tQp, (min u 


u—1l 
n__1 n-l__ 
— E g Fır 2 (+23 ++ Tr) 
Dt n-1__4 n—1__4 
m a —)aı+ En (2 +20m+2;{ ...- I," ) 
n Er 
— u” 1- a d,. 


' dans f,(z). 


Faisant emploi de cette @equation, la formule (24.) donne 


a, etant le coefficient de =“ 


N 1 N 
n—1__4 1 me 1 ) 
wi 4 -“ = (-E a+r + rt + +r“, , 
u— u u “x 1 4 l 
done 
) N N 
PR U (-a+rf+ri 4 En) 


Cette formule est celle qu’Abel a indiqude (voir Oeuvres completes, 
T. I. m. XV). 

24. En resume, toutes les fois qu’une &quation irreduetible du degre 
u” est r&soluble alg&briquement, elle peut ou &tre d&composee en u? &quations 
chacune du degr& u”? dont les coefficients sont respeetivement des fonetions 
rationnelles d'une m&me racine d’une &quation dont les eoefficients sont des 
fonetions rationnelles des quantites donndes qui entrent dans l’&quation pro- 
posee, ou si cela na pas lieu, l’equation proposde peut &tre decomposce 
en « equations chacune du degre «“”' dont les coeffieients sont respeetive- 
ment des fonctions rationnelles d'une m&me racine d’une &quation du degre 
u dont les coefficients sont des fonetions rationnelles d’une racine d’une 
u" — 1 
u—1'’ 
des quantites donndes qui entrent dans l’&quation proposde. Dans ce dernier 


equation du degre dont les coefficients sont des fonetions rationnelles 


cas on peut representer les racines sous la forme 


1 1 1 
u a „u 
Ad,+r; +n TITTa 


ol a, designe une fonetion rationnelle des quantites donndes qui entrent dans 
l’equation proposee et OU r,, 3, ..., 7,n_, Sont raeines d’une &quation du 
degr& u«”—1 dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des quan- 
tites donndes qui entrent dans l’equation proposce. 

St. Petersbourg, juin 1878. 
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Ueber die Funetionen, welche durch Reihen 


Form dargestellt werden 

SEIFERT ELTERN, 

| ı ı 2 IH Fer} 
(Von Herrn J. Thomae zu Freiburg in Baden.) 


i q q" 


Di. Untersuchung von Functionen, welche durch irgend welche 
analytische Forderungen. definirt werden, erstrebt einerseits explieite Dar- 
stellungen zu gewinnen, andererseits diejenigen Eigenschaften zu entwickeln, 
welche man Unstetigkeiten der Funetionen und ihre Periodieität nennt. 
Kine solche Untersuchung gewinnt einen besonders befriedigenden Ab- 
schluss dann, wenn es ihr gelingt, ein System von Eigenschaften aufzu- 
stellen, welche die Funetion völlige definiren, ohne ihre Darstellbarkeit 
vorauszusetzen. Seit der Erfindung der Methode Cauchys ist dies in 
mehreren Fällen vollständig geglückt, und noch immer hat eine solche 
Definition dureh Unstetigkeiten und Periodieität, wo sie eine ausreichende 
war, den Erfolg gehabt, in das Wesen der betreffenden Funetionen grosse 
Klarheit, und wenn Darstellungen vorhanden waren, für dieselben ordnende 
(sesichtspunkte herbeizubringen, und in vielen Fällen die vorhandenen 
l’ormen zu vermehren. 

Diese Methode lässt sich mit Nutzen anwenden auf Functionen, die 
durch die Reihe definirt sind 


A a' a’ er at) } UM 
re 
"bh, br, br... bw ra&H 


deren allgemeines Glied 
u 5 v=m hA4ber) Ab) +1 h-+-br) + u—1 
na iM - — — —A- ML 
ist. (In der hier folgenden Abhandlung wird in der Regel A einer der 
Zahlen a, a’, a”, ... a“ gleich angenommen werden, der Index h an F 
aber soll ganz fortgelassen werden, wenn er Null ist.) 
Diese Reihe, unter R(x) den reellen Theil von x verstanden, con- 


Ria+a' +. +a")+b+b'+... +5 —m) < 0 


vergirt so lange als 


A ha be 


und » 


ern 


Ereh S2 
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ist, oder in Worten, so lange als der reelle Theil der Summe ihrer 2m +2 
Parameter kleiner als m ist. Für J=a, m=]1 ist sie durch Gausssche 
I1-Functionen darstellbar, indem dann in Gauss‘ Bezeichnung und unter der 


Voraussetzung der Uonvergenz 


is e\_ 0, a—a 

F,( b, „Ir, a, nu 

II(a— a)II— a— a —b—I') 
II(— «—b) II(— a —b') 


P4 


— F(a+b, a+b, a—-ad-+1, 1) = 


ist, welche Formel vielfach angewendet werden wird. 

Hier soll nun diese Reihe für den Fall m = 2 nach der besprochenen 
Methode untersucht werden. Dazu werden einleitend einige bekannte Sätze 
aus der Funetionentheorie und Differenzenreehnung vorausgeschickt. damit 
sie zur Hand seien. Nebenbei werden auch in den Gleichungen (11.) und 
(12.) zwei (im Grunde zehn) T'ransformationen gefunden, und unter (13.) 
und (13°) daraus‘ leicht resultirende asymptotische Werthe der F-Reihe 
aufgestell. Sodann werden im Artikel 1 dureh die Sätze I bis VI die- 
jenigen Eigenschaften zusammengestellt, welche hier zur Definition der zu 
untersuchenden Funetionen dienen, woraus sich sogleich noch einige andere 
wesentliche Eigenschaften VII und VIII und die Transformationen (14.), 
(15.), (16.) ergeben. Im Artikel 2 wird darauf gezeigt, dass. die so definirte 
Fungtion einer Reeursionsformel zweiter Ordnung (19.) mit völlig bestimmten 
Coeffiecienten genügen muss. Da umgekehrt die Integrale dieser Reeursions- 
formel die geforderten Eigenschaften besitzen, so ist damit die Existenz der 
Function, die zwei willkürliche periodische Funetionen linear und homogen 
enthält (Satz IX.), erwiesen. Im Artikel 3 wird die Reeursionsformel mittels 
der Methode der unbestimmten Coeffieienten durch F-Reihen integrirt, und 
werden sogleich für jeden der zwölf unter IV definirten Zweige Dar- 
stellungen gefunden. Diese Darstellungen reichen jedoch noch nicht für 
alle Fälle aus, weil die Reihen nicht immer convergiren. Es werden aber 
in den Artikeln 4, 5, 6 für jeden Zweig zehn verschiedene Darstellungen 
dureh F-Reihen gegeben. Von diesen 120 Reihen, die zur Darstellung der 
Integrale der Recursionsformel (19.) dienen, convergiren 64 für alle Werthe 
der Veränderlichen », während jedoch die Parameter verschiedenen Bedin- 
gungen unterworfen sind. Jeder der zwölf Zweige kann durch irgend zwei 
von ihnen linear mit periodischen Coefficienten dargestellt werden, und es 
ist nothwendig, diese Relationen aufzufinden. Dabei wird es genügen, so 


4% 
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viele von ihnen wirklich aufzustellen, als nöthig sind, die übrigen durch 
blosse Elimination zu erhalten. Die Zweige sind nach ihrem Verhalten im 
“Unendlichen in zwei. Klassen eingetheilt, in positive und negative. Der 
Artikel 7 enthält den Zusammenhang der Zweige der einzelnen Klassen 
unter sich, und der Artikel 8 den Zusammenhang zwischen Zweigen ver- 
schiedener Klassen. Im Artikel 9 wird die F-Reihe in Bezug auf ihr Ver- 
halten untersucht, wenn einzelne Parameter über alle Grenzen wachsen, 
wofür die Gleichungen (13.) und (13°) schon speeielle Beispiele abgaben. 
Die asymptotischen Werthe einer Funetion gehören mit zu den wichtigsten 
Eigenschaften derselben, weshalb eine grössere Anzahl im Artikel 9 auf- 
gestellt wurde. Einzelne sind aueh für die weiteren Untersuchungen selbst 
unentbehrlich, wie z. B. die Formel (73.), welche die Mittel liefert, die 
Convergenz des Kettenbruches festzustellen, in welchen im Artikel 12 der 
(Juotient zweier F-Reihen entwickelt wird. Im Artikel 10 wird in einer 
Weise, die derjenigen ganz ähnlich ist, welche Riemann "bei der Gaussschen 
Reihe anwendet, der allgemeine Satz bewiesen, dass zwischen je drei 
F-Reihen, deren Parameter sich nur um ganze Zahlen unterscheiden , eine 
lineare homogene Relation mit rationalen Üoefficienten statt hat, und im 
Artikel 11 werden eine Anzahl soleher Relationen hergeleitet. Sind die 
Parameter um wnbestimmte wanze Zahlen von einander verschieden, so ist 
eine explieite Darstellung der Coefficienten im Allgemeinen nicht möglich. 
Im Artikel 12 wird jedoch ein Fall behandelt, in welchem diese Coef- 
fiecienten die Näherungszähler und Nenner eines einfachen Kettenbruches 
sind, von dem es sich zeigt, dass er in’s Unendliche fortgesetzt, unter ge- 
wissen Bedingungen den Quotienten zweier F-Reihen darstellt. Im Artikel 
13 wird noch gezeigt, wie sich die F-Reihe durch bestimmte Integrale dar- 
stellen lässt, und manche der bis dahin nur mit Hilfe der T'heorie der end- 
lichen Differenzenreehnung gefundenen Resultate auch aus ihnen hätten 
sezogen werden können, und wie sie namentlich zur Herleitung von Be- 
ziehungen zwischen eontiguen Relationen benutzt werden können. 

Der Parallelismus, der zwischen den hier behandelten Functionen 
und den durch die G@ausssche Reihe dargestellten in Riemanns Behandlungs- 
weise, un! ebenso der durch die Heinesche Reihe dargestellten, wie sie von 
mir in diesem Journal Bd. 70, S. 258 u. s. f. behandelt sind *), fällt leicht in 


*) Dort befindet sich unter den definirenden Eigenschaften eine unschwer auszu- 
fillende Lücke. Es könnten nämlich auf S. 267 die Nennerdeterminanten verschwinden. 
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die Augen. Wie man durch einen Grenzübergang von den hier aufge- 
stellten Formeln unmittelbar zu den analogen der Gaussschen Reihe xze- 
langen könne, habe ich bereits in einem Aufsatze in Schlömilehs Zeitschrift 
für Mathematik und Physik Bd. 16, S. 146 und S. 428 vielfach dargethan, 
und auch dort die Vermuthung ausgesprochen, dass es vielleicht einer Unter- 
suchung, die sich auf den hier gewählten Standpunkt stellen würde, gelingen 
möchte, Ordnung in den ausserordentlichen Formenreiehthum, der den der 
hypergeometrischen Reihe noch übertrifft, zu bringen, was sich bestäfigt 
hat. Zudem wurde damals der verschiedene Charakter der positiven und 
negativen Zweige noch nicht erkannt, und in Folge. dessen auch der Zu- 
sammenhang der zu verschiedenen Klassen gehörenden Zweige nicht aufge- 
stellt. Mit den eontiguen Funetionen und den Kettenbrüchen beschäftigten 
sich jene Aufsätze überhaupt nieht. 
Einleitung. 


-_ 


Bezeichnet man die Differenz g/n+1)—y(n) mit Sp(n), so wird die 

Differenzengleichung, bez. Reeursionsformel 
= Ayn)—V), yıa-+l)=y(n 

unendlich viele Integrale (Lösungen) zulassen, selbst wenn man, was hier 
immer geschieht, die Forderung hinzufügt, dass die Genüge leistende Funetion 
nur in einzelnen Punkten unstetig sei, und dass ihr nach der eomplexen 
Veränderlichen » genommener Differentialquotient abgesehen von einzelnen 
Punkten überall von den speciellen Werthen des Differentials da unabhängig 
sei. Eine solehe Funetion soll hier immer kurz eine Funetion der eom- 
plexen Veränderlichen » heissen, ohne dass ein so schleppender Zusatz wie 
monogen oder dergleichen hinzugefügt wird. Jede solehe Lösung der 
Gleichung (1.) heisst eine periodische Funetion von r, und es ist also hier 
an diesen Namen der Kürze halber der Periodfeitätsmodul Eins geknüpft. 
Beispiele einwerthiger periodischer Funetionen sind 


Inirt 


sin 2rnı, c082nn, e”", e"",sinnan, €", sin(a+a :sin(a+b)\, sinamdnK, ete. 


Auch jede Constante muss zu ihnen gezählt werden. Legen wir die bekannte 
von der Repräsentation der complexen Zahlen durch die Punkte einer Ebene 
hergenommene Terminologie zu Grunde, so gilt von solehen periodischen 
Funetionen der Satz: 

(A.) Eine einändrige periodische Function der complexen Variabeln n, 
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die in einem in imaginärer Richtung unendlichen Parallelstreifen von der Breite 
Eins nirgend unendlich wird, ist eine Constante. 

Da sie sich nämlich periodisch fortsetzt, so ist sie überall endlich, 
und folglich constant. Für manche Leser ist es vielleicht nöthig hinzuzu- 
fügen; was ich unter einer Funetion, die nirgend unendlich gross wird, ver- 
stehe. Ich verstehe darunter eine Function, die keinen Punkt besitzt, dem 
man die Veränderliche auf irgend eine Weise so nähern kann, dass ihr 
Werth über alle Grenzen wächst. Somit ist z. B. sin2»n keine überall 
endliche Function. Bekanntlich gilt der Satz: 


er 2 
Be Eee Ya Ey 


(B.) Wenn eine Function der complexen Veränderlichen n in einem 
Punkte unbestimmt wird, so muss sie entweder in jeder noch so kleinen Um- 


ae STB SE REREER 


gebung des Punktes unendlich oft unendlich gross werden, oder es muss eine 
Art der Annäherung geben, bei der die Function in einer Ordnung über alle | 
Grenzen wächst, die (durch Potenzexponenten gemessen) über alle Grenzen 
gross ist. 

Hieraus entspringt auch der Satz: 

(C.) Eine Function F{n) der complexen Veränderlichen n, welche für 
endliche Werthe von n endlich bleibt, aber für wachsende n mit einer solchen 
bestimmten Potenz von n multiplieirt werden kann, dass das Product bei jeder 
Art des Anwachsens von n über alle Grenzen endlich bleibt, ist eine ganze 
Function höchtens vom Grade m, wenn für irgend eine Richtung der wachsenden n 
Fin).n”" endlich bleibt. 

Die periodischen Funetionen spielen in der Differenzenrechnung etwa 
dieselbe Rolle, wie die willkürlichen Constanten in der Differentialrechnung, 

z. B. in dem Satze: | 

(D.) Die Differenzengleichung Ay\n) = fin) besitzt abgesehen von 
einer willkürlichen periodischen Function, welche additiv hinzutreten kann, nur 
eine Lösung. . 

Die Differenz zweier Lösungen genügt nämlich offenbar der Difte- 
renzengleichung (1.), welehe die periodischen Funetionen definirt. Es soll 
hier die Lösung der Difterenzengleichung Ayp(n) = fin) mit Sf(n) An oder ; 
kürzer mit Sfin) bezeichnet werden, so dass die Gleichungen 

Ay =fin), pn)=Sf(n) 
für die Unbekannte Y(») dasselbe bedeuten. Giebt man den Werth von 
Sf(n) in einzelnen im Endlichen liegenden Punkten an, so wird dadurch die 
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Funetion noch nicht zu einer bestimmten, weil es unendlich viele periodische 
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Funetionen giebt, die in diesen Punkten verschwinden. Giebt man aber 
für limg(n) einen bestimmten Werth an, wenn der reelle Theil von » ent- 
weder positiv, oder auch wenn er negativ über alle Grenzen wächst, so ist 
die Funetion bestimmt. Denn 

(E.} Eine periodische Function pn), für welche limp (n) = ist, ist Null. 

Dabei bezieht sich das Zeichen lim auf den reellen Theil von n. 
Der Satz (E.) beweist sich so. Es ist 

limp(»-+zx) = limp(n) =. 


Ist nun » eine ganze Zahl, so ist limp(»+z2)=p(x). Also ist p/x) der 
Null für reelle x gleich, und also ist p(x) überall Null. 

Weiter spielen die periodischen Funetionen eine Rolle in dem Satze: 

(F.) Zwischen je n-+1 Integralen einer linearen homogenen Recursions- 
formel (Differenzengleichung) n’” Ordnung besteht stets eine lineare homogene 
Relation mit periodischen Coefficienten. 

So wie sich die Integrale einer Differentialgleichung durch Potenz- 
reihen darstellen lassen, deren Exponenten um eine Einheit steigen oder 
fallen, so lassen sich die Integrale einer Reeursionsformel oder Differenzen- 
eleichung in eine nach Gaussschen /T-Funetionen mit um Eins zu- oder ab- 
nehmenden Argumenten fortschreitende Reihe entwickeln, wofür geren- 
wärtiger Aufsatz selbst im Artikel 3 ein Beispiel bietet. Ueberhaupt aber 
spielen hier die //-Funetionen eine ähnliche Rolle, wie die Potenzen eines 
jinoms in der Differentialreehnung. Letztere werden nämlich durch die 
Gleichung zf'(z) = uf(x) definirt. Dem analog wird die /7-Funetion durch 
die Gleiehung definirt 

2.) nIy(n)=u.yn, npa+l)=(n+u)y/(n). 
Durch diese Gleichung, deren Lösung 
3.) g(n)= HI {n+u—1):II{n—1) = sinnn. II(—n):sin(a+ u)n.II -n— u) 


ist, wird p(») bis auf eine willkürliche periodische Function, die als Faetor 

hinzutreten kann, bestimmt. Der Quotient zweier Lösungen genügt nämlich 

offenbar der die periodischen Functionen definirenden Reeursionsformel (1.). 

In der unter (3.) gegebenen Lösung ist dieser Factor so bestimmt, dass 
(4) limy(n).n“ = lim I//(n+u-1):/In—-1n" =] 

ist, wenn der reelle Theil von » positiv über alle Grenzen wächst. Der 

Grenzwerth bleibt derselbe, wenn auch der imaginäre Theil zugleich über 
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alle Grenzen wächst. Wie sich die Function für Werthe von » mit einem 
negativen unendlichen reellen Theile verhält, erkennt man leicht aus ihrer 
zweiten Form, wenn aber der imaginäre Theil allein unendlich wird, so 
haben wir die Grenzwerthe 


(9.) lim//(n+u):/I(n)=0 oder x 
je nachdem «<<O oder >0O ist*). Liegt der reelle Theil von « zwischen 
den ganzen Zahlen m und m+1, so ist immer 

(5°) lim /7(n+ u): II(n)n”*. = 0. 


nix 


b| 


Dem Logarithmus entspricht in der Differenzenrechnung die Function, 
welche von Gauss mit ?(n—1) bezeichnet wird, und die er durch die 
Gleichung 

dlgII(n 
CE [EEE ae 
definirt. Sie kann auch durch die Differenzengleichung bestimmt werden 
7) Is FPln—]1) = Plkn)—- Pin—1)=1:n, 
wenn noch hinzugefügt wird, dass 
(8) lim) ?a)—Ien! =0, #0) = 0,57721566..., 

d. h. dass dieser Grenzwerth für positiv wachsende » der Null gleich sei, 
woraus sich der Werth der Mascheronischen Constanten 7(0) leicht ergiebt. 

Es empfiehlt sich zuweilen, neben dem gewöhnlich in Anwendung 
kommenden Summenzeichen > noch das Zeichen S mit Angabe der Sum- 


*) Für Werthe von z, deren reeller Theil >1 ist, erkennt man die Richtigkeit 
dieses Satzes durch eine ganz oberflächliche Betrachtung des Integrales 


fi '1—s)"ds = Il(u+vi— 1)Ilni): Ilu+vi-+ni) 


0 


= f "gl gielgs+nilgli—) de =-/s teos(vlgs + nlg(1— s)) + isin (elgs + nlg(1— s))!ds, 
0) () . 
welches offenbar endlich bleibt, so lange « positiv ist, wie gross auch n sein mag. 
Mithin ist (in nicht misszuverstehender abgekürzter Bezeichnungsweise) 
II x): Ilu +i%x) = IIio): (u Ho) u—1-+ix)=(, 
wenn R(a)>]1 ist, weil 1: (a -+i wo) Null, und Ti): iu —1-+i%x) endlich ist. Für 
Werthe von «, deren reeller Theil zwischen Null und Eins liegt, ist wohl eine ein- 
gehendere Untersuchung des Integrales nöthig, obgleich sich auch schon Folgerungen 
daraus ziehen lassen, dass in dem Ausdrucke 
Nix) __ Mix) Ilurix) _ 
MA+ix)  Alu+ix) Mlı+io) 
wenigstens ein Factor verschwinden muss. 
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« 






mationsgrenzen ähnlich wie bei bestimmten Integralen einzuführen. Dies 
geschieht durch die Gleichung 


a+r a+r m=r 
(9.) S f{n)A(n)= S f(n= FE f(a+m). 


welche jedoch nur einen Sinn hat, wenn x eine ganze positive oder negative 
Zahl, oder (unter Voraussetzung der Convergenz) unendlich gross ist. Hat 
0 +P=r einen negativen reellen Theil, so ergiebt sich in dieser Bezeichnung 
- Ian + a —1)IIn + P—1) 


k 


0 II(n) II(n + y—1) 


(10.) u 0, u II(@—1) II? —1) - II(@ —1) II($?—1)II(y— « — $—1) 

a, II(0) II(y —1) II(y— a—1)N(y — #1) 
oder 

II(u —1) 
U som Fan 
(10%) | I(@—1)II(w —1) 
= | 1 z In +w— u—l1)In + —u—f1) | 
Iw—u—l)IIe@— u—1) ı II(n)II(n+e + w—u—1) 


Von dieser Darstellung eines //-Functionenquotienten durch eine bestimmte 
Summe machen wir Anwendung, um eine Transformation der F- Reihe aus- 
zuführen, die uns später nützlich sein wird. Wir setzen nämlich in 
die Reihe 
z IIa+a+b—1)IIKu+a+b'—1)IIla+a-+b"—1) 
w) II(u)II(u + ER +a— a" 

für /IKu+a+b—1):/I(u+a—a)ITI(u+a—a") die dureh (10) gegebene 
bestimmte Summe ein, und finden so für diese Reihe den Ausdruck 


1 $ II(u+a+b'-1)II(u+a+b" 1) | S II(n-a’-b) II(n-a'-b) 
I (-a'-b)II(-a"-b)T II (u) ) Hay Iln- u+a-a'-a"-b+1) 
1 & II(n-a'-b) IL(n-a''—-b) x Il(u+a+b'-1)Il(u+a+b"-—1) 


— IK-a'-b)II(-a"-b) Il(n) 7) Tu) Illn+u+a-a'-a”-b+1) 
_—_ IIka+b'-1) Illa+b" 1), g II(n-a’ -b) II(n-a'’-b) IL(n -a-a'-a” -b-b'-b" +1) 

——  IIKK-a’-b) II(-a" -b) II(n) II(n+1-a’-a" -b-b) II(n+A-a'-a"-b-b") 

Hieraus erhalten wir schliesslich die Formel 


(4, a’, ee) 
b, b', b"' 


IICa-a') II(a- N a-a'-a"-b-b'-b") Fl b, a'+a"+b'-1, a'+a'+b"A N 
" IIKa+b-1) IA -a'-a”-b-b)IIA-a'-a"-b-b"\) "\M-a), A-a", 2-a-a'-a"-b' u") 
und durch Wiederholung derselben ARNO noch die Formel 


a, «a, 
F 1er 7 64) 


__ TIla-a")II(1-a-a'-a"-b-b'-b") „, (% a’, ara'+a"+b'+b!" \ 
—  —- II<C-a"-b)NA-a' ” b'-b") | 
Journal für Mathematik Bd. LXXXVII. Heft 1 u. 2. ) 


(12.) 


b,1.a-a'-b’, 1-a-a'-b" 
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Da die Convergenz des in (11.) und (12.) rechts stehenden Ausdruckes unab- 
hängig von b” ist, so kann man darin b" über alle Grenzen wachsen lassen, 
wodurch sich die F-Reihen in Gausssche Reihen verwandeln, deren letztes 


Element Eins ist, die sich also auf /7-Funetionen redueiren. Man erhält 
auf diese Weise unter der Voraussetzung R(b)<R(b’) die Formeln 
13.) ‚lim (— 0) ap ca® a, )= En ers? r a’) II(b’ — Et 
wu b, br, I" II(a+b—1)II(— a — b) II(— a’ — b) 
und, wenn m eine ganze positive Zahl % 
C 
ii lim r.( Bed m 
E sin(a + a +b’+b)n IICa— a’) II(a— a) II —b—1) f 
sin(a+a+a"+b+b'+ ba IKa+b'—1)II(— a — b)II— a" b) ] 
Ist R(b) > R(b’), so hat man in diesen Formeln 5 mit 5’ zu vertauschen. | 
Dass übrigens diese Resultate richtig bleiben, auch wenn die Reihe F nicht ! 
eonvergirt, sofern man sie nur als Funetion ihrer eomplexen Parameter 
stetig fortsetzt, ergiebt sich später von selbst. 
Der zweite Grenzübergang kann Bedenken erregen, weil die einzelnen 
Terme der Reihe trotz der Convergenz möglicher Weise von Anfang an 
bis zu einem von m abhängenden Gliede zunehmen, so dass sich die Con- 
vergenz mit wachsenden Werthen von m mehr und mehr verzögert. Eine ; 
eingehende Untersuchung darüber anzustellen ist jedoch nieht nöthig, weil 
sich das Resultat im Artikel 8. in anderer Weise bestätigt. s 
Um den Ausdruck zu erleichtern, führen wir einige abkürzende j 
Wendungen ein. 
Wir nennen eine im Unendlichen periodische Funetion eine solche, 
welche re 3 bei wachsendem » die Gleichung g(rz +1) = g(n) be- 


friedigt, wie z. B. n", lgn, lglen, //(n+ u):/I(n) u. s. w. 

Sodann dl wir unter einer Punktfolge oder schlechthin Folge 
ce das System von Werthen, für welche //(n+«) als Funetion von 
unendlich gross wird, und nennen das System von Werthen, für welche 
II (n-+ e).sin(a-+e)r verschwindet, die @ conjugirte Folge. Das System von 
Werthen, für welche sin (a-+«)r verschwindet, soll die complete Punktfolge 
oder complete Folge « heissen. 


Artikel 1. Die definirenden Eigenschaften. | 
Zur Definition der Funetionen, welche den Gegenstand gegenwärtiger 
Untersuehungen ausmachen, wählen wir folgende Eigenschaften. 
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Die Function 


k w(® ß, n) 
a, Pi, r, 
‚ ist eine überall einändrige Function der complexen Veränderlichen n, die nur 
für unendlich grosse Werthe von n unbestimmt (vieldeutig) werden kann. 
II. Die Summe der Parameter ist Eins. 
e+@e+ß+fP+4y+Yy =1. 

Der Fall, in welchem gewisse Aggregate der Parameter, wie a —«', 
e+ß u.s. w. ganzzahlige Werthe erhalten, ist in manchen Beziehungen 
als ein singulärer, als ein Grenzfall zu behandeln. Hier sollen der Ein- 
fachheit halber immer die allgemeinen Werthe dieser Parameter zu Grunde 
liegend gedacht werden. 

Ill. Zwischen je drei Zweigen der Function W findet stets eine 

t lineare homogene Relation mit periodischen Coefficienten statt: 
r ce (a) W'(n)+ ec" (n)W" (n)+ ec" (n)W'"(n) = 0. 
IV. Die Function lässt sich in die Formen setzen 
| } | 4 | 
,Wi+0.W, csWi+c,Wf, c,Wi +c,Wr, 
' & ” x & 
h e.W2+0.W2, csWi+e WE, c,W+e,Wr, 
in denen c,, €... Cay rer Cas Cry 2. 6, periodische Functionen von n sind. 
| "Wi, nr.W! 
nehmen für Werthe von »n, deren reeller Theil positiv über alle Grenzen 
wächst, bez. die Formen an 
IHM, +n"N, I4a7M,.+nN,, 
in denen M,, M,. Constante sind, N,, N, aber Functionen von n sind, die 
mit wachsendem n sich Constanten nähern. 
».Wi, n.W’ 
nehmen für Werthe von n, deren reeller Theil negativ über alle Grenzen 
| wächst, bez. die Formen an 
| "Pre Q, Ir’ Pr Q,,; 


in denen P,, P,. Constante, Q,, Q, aber Functionen von n sind, die sich 


y 
mit wachsendem n Constanten nähern. 

Die Zweige W“, W“ werden bez. in den Punktfolgen a, « unendlich 
gross erster Ordnung und sind sonst für endliche » endlich. Die Zweige W“. 
W“ werden bez. in den «, «' conjugirten Punktfolgen unendlich klein erster Ord- 
nung und beide in den — 3, — [? conjugirten Folgen unendlich gross erster Ordnung. 


- 


,) 
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Die Zweige W’, 
endlich gross erster Ordnung und bleiben sonst WOTOON für endliche n. Die Zweige 


W' werden bez. in den — D, — ' conjugirten Folgen un- 


Wi, W‘ verschwinden bez. in den Punktfolgen —, —', und werden beide in den 
Folgen «, « unendlich gross erster Ordnung und nn sonst endlich für endlichen. 

Die Zweige mit der Marke + sollen positive, mit der Marke — 
negative Zweige genannt werden. 

V. Die positiven Zweige W%, W“, Wi, Wi können mit einer solchen 
Potenz von n multiplieirt werden, dass die Producte für Werthe von n, deren 
reeller Theil positiv oder deren imaginärer Theil über alle Grenzen wächst, be- 
stimmte Grenzwerthe erhalten. Die negativen Zweige W?, W”, W“, W“ 
können ebenfalls mit solchen Potenzen von n multiplieirt werden, dass die 
Producte für Werthe von n, deren reeller Theil negativ oder deren imaginärer 
Theil über alle Grenzen wächst, bestimmte Werthe annehmen. Sämmtliche 
Zweige sind im Unendlichen periodische Functionen. 

Die Beziehungen, die zwischen den unter IV. definirten Zweigen 
stattfinden, setzen wir in die Formen 


W' =(e, «)W“ +(o, ©) W“ = (eo, P) Wi. -+(e, a wi 
W“ = (a, @) W“ + (a, «') W“ = (e', P) Wi. + (e' ‚B  W' 


} — 
worin die Coetfieienten (@, @) ... periodische Funetionen von » sind. Wir 


müssen in Bezug auf dieselben noch folgenden Satz hinzufügen: 


VI. Die Coefficienten (« ‚B) (e,'), (e',/P). (e', 9") sollen in den Punkten 
P, 5 und daher in den keuhiähstein completen Punktfolgen —, — 7, nicht 


unendlich werden. 

Im Grunde bedeutet dieser letzte Satz nur die Verneinung einer 
Beschränkung. Denn wenn in der Gleichung 

we ale, 3) Wi +(a,; 3 W* 

die Coeffieienten in den Punktfolgen —P, —P’ unendlich würden, so 
müssten in den Punkten der Folgen —?, —?’, in denen die linke Seite 
endlich bleibt, Beziehungen zwischen W’ und W bestehen. 

Aus diesen Sätzen folgen sogleich noch die beiden neuen: 

VII. Eine Function W verliert ihren Charakter als solche nicht, wenn 
sie mit einer periodischen Function multiplieirt wird. 

VIII In einer Function W kann man den Parameter « mit «', den 


Parameter 9 mit P', endlich y mit y' vertauschen, ohne sie zu ändern. 
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Ferner ergeben sich aus der Definition sofort die Gleichungen 
is a—u, P-+u, 5 \ 
(14) W(, = £ n) = W( 5 »PTMT ru), 
$ a ‚BD + uU, Y J 

worin « willkürlich ist, so dass man 2 lie Alleemeinheit nicht be- 

schränken würde, wenn man eine der Grössen o, «', ?, P' der Null gleich 


annähme, wodurch jedoch die Symmetrie litte. 


W( a, ß, y In 2 II(#—n—1) w( PB, —a, a+ß+y 
ur,.2,%, R2 II(—«a—n—1) \ a, 2, @a+Pß-+7' . 
N W RR - a, «+ßP+yr N 
— Hr 1) ß', ai B- y! 4 
(15 ) I —n De 1) w( re 2 B, [14 1 ' T Y \ 
Jr = z \ N Pr f NH 
IR II —a«—n—1) a, —a, @a+P'+7 
en II(#'- -Nn zn I) w{ &, d, a'- g' -Y ‚ \ 
 I- «—n-—I) PA, ua, By / 
| II(#—n—1)II(#'— n—1) Wi ( —ß, a, 1-—}7 
= -— —— n 
ee -n—1) — A, — a, 1—r - 
BE 
\W ES ,) = W Tre r ),—n-2) 
(16.) | hie 2 ir 
5 | Bi n — BE: n—1) gp/ f , Au ’ 
a. | —Nn—ZL 
II — @a— n —1)II — e—n—1 \1—a', —1—P', 1—y' 
\ J ) 


Es fragt sich nun, ob eine Funetion, die die Forderungen I. bis VI. erfüllt. 
wirklich existirt, und in wie weit sie durch diese Eigenschaften bestimmt 
ist, welche Frage der nächste Artikel beantwortet. 


. Artikel 2. Die Existenz der Funetion W. 
Es sei m eine ganze Zahl und 4,, gleich 


) 


IW* (nm), W"(n+m) = a, PD), (a, P) -» Wi (n+m), W’ (n+m 
W*(n), W“(n) (a, 3), (a, 3 W’(n), W’(n 
ui (o, y), (@, y) WW’ (n+m). Wr (n-+m) 
(@, y), (@, y\ W’in). W’ın) 


Dur 


= (a, y), (a, y) », Wi(n-+m), W' (n-+m) 


(@, yY) (e',y') W’ (n). Wr {ad 
so erkennt man sogleich, dass 


(17.) I Mes DH—«—n-—1i) 


n,m | IKB—n— m—1)Il®—n—m-—1) 
für endliehe Werthe von » endlich bleibt. Da ferner der Ausdruck für ein 
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wachsendes » in einer durch den Exponenten einer Potenz messbaren Ord- 
nung unendlich gross wird, so ist er eine ganze Function von ». Für ein 





», dessen reeller Theil über alle Grenzen wächst, nähert sich dieser Aus- 
druck der Potenz 

EEE EEE TEE 
und es ist daher der Grad der Function der 2(m-—1)te. Für m=1 und 
m=2 fliessen hieraus die beiden Gleichungen 


W“(n+1), Wiin-+l) D.IIB—n— 2 1I® —n— 2) 


'W: (n). W°(n\ Den A) e@—n—1)' 
W*(n+2), W(n+2 Er D(An’-+-Bn-+C) II(8—n— 2) II!’ —n— 2) 
Win), W(n) — a—ß+R)n— +2) I—a— nA) IK— a —n—1)' 


worin A, B, C, .D Constante sind. Setzt man diese Ausdrücke in die Identität 

Win). Wn+l). W(n-+2) 

W“(n,. W“(n+1l). W“(n+2) = 0 

Win, Win-+Hl), Sn 
ein. so erhält man für W(n) die Recursionsformel 
n+a+1)(a+e+1)W(n)—(An’-+Bn+C)W(n+1)- 

(n+2—-P)n+2-#)W(n+2) =. 
Nun ist Wi») eine im Unendliehen periodische Function, also muss die 
Keeursionsformel, die für sehr grosse » nach Division mit »» näherungs- 
weise die Form annimmt . 
Wa)-AWna+1)+Wn+2) = 0, 
(urch eine Function integrirt werden, für welche W(n):Wia+1):Win+2)= 
1:1:1 ist, so dass 1- A+1=2—-A=0 also A=2 sein muss. Es bleiben 
noch DB und © zu bestimmen. Dazu dient die unter IV. gemachte Voraus- 
setzung, dass die Reeursionsformel durch einen Ausdruck von der Form 
n" + Mn"'"-+ Nn“” 

muss integrirt werden können, wenn I] constant ist, N aber für wachsende » 
sich ebenfalls einer Constanten nähert. Wird dieser Ausdruck in die Reeur- 


sionsformel eingesetzt, 30 ergiebt sich 
na" + Mn“ Hann +ni2+a+a)+(ea+1)(a+1)) 


+1” + Ma +1)“"+-N(a+1)"°)2n’+Bna+C 
(n+2)"+M an +2)" "+ N n+2) )(n’+n(4—-P—-P)+2-P)2—-PN)=0. 


Lässt man, nach Potenzen von » ordnend, wobei sich »”'" von selbst hebt, 












al 


H 


Ve 


v4 


be 
fü 


Sc 


W 


aM 


sc 


vl 


ni 


OL 











d 








J. Thomae, über eine Recursionsformel. 39 


Ordnung als »“ fort, so folgt weiter 
0 = are +«—P—-"—-B 
tn“ (+1. a +14+2-.2- zu 75 —M.6-+0+@'—B—'—B-u.B—-9+2P+2P' Hu. 


l 


alle Glieder niederer 


Hierin ist M mit dem eu von »“'' multiplieirt, und da dieser für sich 


verschwinden muss, so erhält man für B und © die von M freien Gleichungen 


B= 6+0a+0—P- 


C= a+1.«+1+2-P.2—-P'—u.B-9+2P+2P'+uu 
= (+1) +1)+(2-P)2-P)—ule ta +P+P—1)+uu. 
Nach den unter IV. gemachten Voraussetzungen sollen diese Gleichungen 
befriedigt werden, wenn —y, —y' für u gesetzt wird. Daraus ergiebt sich 
für C der Werth 


Y / ' \ a fa > fa a)j u 
Ü — (@+1 10 -1 7 2—N5 2—-P)—-yy. 
Ausserdem muss 
e+0'+P- +P'+ y+7' — ] 


sein, wie es die unter II aufgestellte Forderung erheischt. Somit erhalten 
wir endlieh für W(n) die Reeursionsformel 
19 \0 = (nr+a+1)n+@+1)W(n)+{n+2-P)n+2—-P)Win-+2 
7 1-(ann+n.64+0+0—-B—-B'+a+1.0+1+2—-9.2-.B’—vr') Win+1 
oder die Differenzengleichung 
201 | n+2-P)n+2-P)FWin)+yyWin 
., rertrr ty + (2- a@+1)(@+1))4Win) = 0. 


/ EEE GR 
Nun liefert die allgemeine Theorie der Differenzengleichungen den Satz: 


u 
[IS 
u ° 

| 


IX. Eine Function W der complexen Veränderlichen n ist durch die Eigen- 
schaften 1, Il, III, IV, V, VI bis auf zwei willkürliche periodische Functionen, 
von denen sie selbst eine lineare homogene Function ist, völlig bestimmt. 

Die angewandte Methode zeigt übrigens, dass man im Grunde zur Defi- 
nition der Function nur dreier Paare der unter IV. aufgestellten Zweige bedarf. 

Wir suchen nun im folgenden Artikel zu Darstellungen der so defi- 
nirten Funetion zu gelangen. 


Artikel 3. Darstellung der Funetion W durch Reihen. 
‚Nach der Methode der unbestimmten Coefficienten lässt sich eine 
Lösung der Reeursionsformel (19.) nach /7-Funetionen mit um Eins steigenden 
oder fallenden Argumenten in eine unendliche Reihe von der Form 


= na,I(n+u—1):/I{n+4 
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entwickeln. Einfachste”) Resultate ergeben sich, wenn man = —P oder 
.—= — pP setzt. Für = —/ erhalten wir nämlich durch Einsetzen der ge- 
nannten Reihe in die Gleichung (19.) die Bedingung 
'II(n+u-—1)n+2-—-P) | 
ni Au WR IRRETER Hl leteH1)(+1-] 
—@ In-i— P) | — II n+u)(2nn+ (6+ a + — B—P")n | 
+(@a+1)(@ +1)+(2—- P)(2—-P)—-yy)) 


I n+u)(y-Dy—-D-Ara+a+P)P 
DIN 116 o 5 — ull+ae+e+P'— P)-+uu) 
: => 
Tr —I/In+u-—-]1)(u+P—-1)(u—e—-1)(u—e—1) 
u | IT (n+u)(u+ßP+y—1)(u+ß-+y-—1) \ _ 0**) 
+) In +1—P) —I/In+u-—1l)(u+P—1)(u— a—1)(u—a«'—1) 


Setzt man hierin den Coefficienten von //(n+u) der Null gleich, so er- 


nun DB 


== a 


giebt sich daraus für a, die Recursionsformel erster Ordnung 
(21.) A urı (u + P) (u 1 a) (u er e) zum Ay (u +P+Y- 1) (u + P-+y' 5; 1), 
welche durch die Gleichung 


(22 \ a. IKu+Pß+Yr— 2)IIKu + P+r'— 2) 
| er Ha + B-NM)Ia —a—A)IIlu— a'—1) 
oder | 
2») = Il — PILLE —) 


“7 IKua+ P-DNAM— P-r—WHA—- B-r—u) 
völlig integrirt wird, wenn noch ein in « periodischer sonst willkürlicher 
Factor diesen Lösungen zugefügt wird, der übrigens hier, wo für « nur 
um ganze Zahlen verschiedene Werthe gesetzt werden, constant ist. 

Ist «’ das kleinste vorkommende « der Reihe, so muss a,_, Null 
sein, was in der Lösung (22.) dadurch erreicht wird, dass man —P-+1, 
oder «+1 oder «+1 für « setzt. Diese Anfangswerthe für w liefern drei 
verschiedene Reihen, welche für W(») gesetzt werden können. Vertauscht 
man noch in der ersten 5% mit 5’, so erhält man folgende vier Reihen, in 
denen die Summen über alle ganzzahligen m von 0 bis x zu erstrecken sind: 


*), Wenn man eine Differentialgleichung durch Reihen integrirt, die nach Potenzen 
von 2 — a fortschreiten, so wird für diejenigen Werthe von a, für welche der Coefficient 
der höchsten Differentialquotienten verschwindet, die Integration am einfachsten. Aehn- 
lich verhält es sich mit 4. 

“#=) Man vergleiche mein Programm „Ueber eine Function, welche einer linearen 
Differential- und Differenzengleichung vierter Ordnung .Genüge leistet.“ Halle bei 
l.. Nebert 1875 Seite 7. Um von der dort gewählten Bezeichnung zu der hier ange- 
wandten überzugehen, braucht man nur #"=0 und e-+1, «+1 für «, «' zu setzen. 


Br REEL ar ner ee TREE A a LEE imcnchte 
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3 DE Ilm + n — P) Ilm Hr —1)NAm+y'—1) 
e- i rt II(n — 5) Il(m) Hm — @ — $) II (m — «@' — $) ' 





(94, II(m -- n — P') Ilm -+ y — 1) TIlm - y'—1) 

” II(n — #') Im) II(m — @ — PP) Im — «@' — 9) 
on \ u Ilm -+-n+e)IIm +«@+/P+7—1)IIlm+a+%+y'—1) 
ei: ”. II(n — P)II(m) Ilm + @ — @')II(m + «+ 9) 
(26. „ Ilm -- n-+ «') II(m + a + B+Yr—-N) N m+a+P+y'—1 


Il(n — P) II(m) Ilm + @' — a) II(m + «' -+- # 

Ist aber w’ das grösste vorkommende «, so muss a,,, verschwinden. 
Dies geschieht, wenn man für a, die Formel (22°) nimmt, dadurch, dass 
man «' entweder 1-9%—y oder 1—%-—y' gleich setzt. Daraus ergeben 
sich zur Darstellung von Wi», die beiden neuen Reihen 


% 1 
)- g FE „ao Im +a+P+r—N)Ilm+a+Pß+yr—I)lm+y—1) 
R (27.) (—-1)" 2 ( ON \ ! ) Dr 
In — 5) Hm) Ilm -+ 7 — Y)Illm-+ P-+-y—n—1) 
T- 98 (_IV$ Hm -+&@+ P-+y'—1)IIm + a + +7" N) Im + y'—1 
2 In — P) Im) Ilm + 7'— y)Illm + PB + z'—n 1) 
Setzen wir nun ferner in der Recursionsformel (19. »—2 an die Stelle 


von n; P—1, P'—1 an die Stelle von «e, «@’' und «+1. «+1 an die Stelle 
- von /, P', so erhalten wir die nämliche Reeursionsformel wieder, was auch 
aus der Gleichung (16.) zu folgern wäre. Die aufgestellten sechs Reihen 
liefern dureh die hieraus fliessende Substitution sechs neue Reihen. die füı 
W gesetzt werden können. Diese zwölf Reihen entsprechen den zwölf ver- 


schiedenen Zweigen*), wie sie unter IV definirt wurden, was in den drei 


er ü i . 2 . ’ . 
nächstfolgenden Artikeln ausführlich nachgewiesen werden wird. 
ur 
Artikel 4. Discussion der Zweige W”’, WW”, ww, WW“. 
ll Die Keihe (24.) schreibt sich in der am Anfang dieser Abhandlung 
1, eingeführten Bezeichnung mit Fortlassung eonstanter Factoren in der Form 
oO oO { 
ei [»« +P', wi N\ 
F \ r a 1a} 1 J 

ht Y; Yy, n—- P-+ 
” und bleibt ungeändert, wenn man «@ mit «', oder y mit y’ vertauscht. Wenden 
1: wir auf diese Reihe die Transformationen /11.) und /12.). indem wir dabei 

die Elemente mit einander vertauschen, bei denen die Natur der Reihe die 
on 3 aM 
nt ; *), Der Name „Zweig“ ist im Grunde unzulässig bei einer einändrigen l"unetion., 
n- i und es wäre correeter zu sagen, „Darstellungselement.*“ Allein wegen der Analogie 

| mit der Gaussschen und Heineschen Reihe mag das Wort hier beibehalten werden. 
en i Eigenthümlich ist es, dass man durch einen einfachen Grenzübergang die einändrige 
ei i Function W in die welhrändrige Riemannsche Function P verwandeln kann. Das ein- 
e- i fachste Beispiel dieser Art ist (limh = x) 
n. j limAh? Ach + @):h“ II (ch + 8) X 
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Vertauschung zulässt, so oft an, bis wir auf keine neuen Formen mehr 
kommen, so gelangen wir zu folgenden zehn einander gleichen, aber formal, 
und in Bezug auf ihre Convergenzgebiete verschiedenen Ausdrücken 
F(" er Pß, a 
| Y, Yı, n— PH 

| IK-«—- P)AIKß—n—1) ( 0, a+Pß, P—P 

I — A)I— «'—n—1) «+-ß+y «+pP+y,n— +17 
I(— @« — A) II $?—n—1) F( 0, «+ P', #'—P ) 
IKP—- A)IK—a—n—1) \a+ß+Yn a+ß+r,n— P+1/' 

IK — a — H)IK— «'— BIP —n— 1) F( 0, n+1-Pß-—7r, 7) 
In— A) IKß+Yy—n—AM)IKß-+y'—n—1) \£ ” 

Mann gl at HB 
29, IK-e— P—yIß+r—n-1) \na+ß+n —e—n 
Te era... el ER 

I(— « — P' — Y’)II$-+y'—n-—1) Yv,«+ßP+4y, —aı—n - 

IK-e-P)Iß—n—1) F( 0, «+, n+iI—P-—-r ). 
IK— «a — 3'—y)IK$ß+y—n—1) y,a+Pß+p —d!‘—n 

NZ-e-MNE-n N  g(% +, n+1- Ay ) 

M—--F-MRPrFH-D \nutritn, Wen 7 
IK — a«— P') IIC— @'— P') IK®—n—1) F( 0, e—P, a 

IKy—1) 168 — A’) IP +y'—n—1) a+ß+y', a+ß+ry, P-n_? 
IK—a— P)IK—«'— P)IKP—n-—1) F( 0, P—Pß, "+1 P—7\ 

Ip A) IKB P)IKKB+Y—n—1) @+tßty, atßty, P-n / 
Die Convergenz dieser Reihen hängt nur vom den reellen Theilen der Para- 





—N, —a—n, — a —n 





meter und des Argumentes ab, und die Convergenzbedingungen dieser zehn 
Reihen sind bez. 
Rn-P)<0, Rin+ae)\<0, Rin+e)<0, R(P—n—1)<O, R(a+P-+r')>0, 
R(@e+PB+y)>0, Re +P-+Y)>0, R(«+ß-+y)>0, R(y)>0, R(y') >0. 
Um den durch diese zehn Reihen dargestellten Zweig zu diseutiren, 
hemerken wir. dass die Reeursionsformel (19.) unmittelbar lehrt, dass eine 
Kunetion W(») nur in den einfachen oder den eonjugirten Folgen der 
Punkte @e, @, —P, —P' unendlich gross werden kann, wenn sie nicht in 
einer completen Folge unendlich wird, was beliebig oft statthaben kann. Aus 
denjenigen Reihen, deren Convergenz von » unabhängig ist, erkennt man leicht, 
wo der dargestellte Zweig unendlich wird. Er wird nämlich einzig und allein 
in der — 3 eonjugirten Punktfolge unendlich gross, und ist daher durch 
W’(n). 


zu bezeiehnen. 
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Für a=-o, n=-—.e’ hat man 
>, IK — a — P)Il@a+P—1 
w’ e)= r [27 2 / -E za 
IK —-P-Y)II—e@—-$—y 
TEE? IIC— a — BY) II(@'-+ 3 —1)* 
W’(—-a\ = -— —— at Bee. BZ 
| Ie— «— P— Y)II— a— #— 
Ferner hat man die Gleichungen 
wl II(— a 
w’(#—-1)=1, lim ze - 
ii IK —n—1) II(# 
verschwindet in der Punktfolge —P' 


RP) TII— «' — 9 
A)UG-A)NG—1 


nicht. Kbenso wenig in den 


J 


W’ n) 


Folgen @, « oder den ihnen eonjugirten. Unter der Voraussetzung R'y 
<R(y') ergiebt sich der Grenzwerth 
IK — a — A)II-- @- 


Hy — 1) IK 


’ f a! ’ 
A) —r—1, 


lim(—n\’W’(n) — 
r s a’ — ß— y) II 


N=—% a— #—y, 

Die zehn Reihen. welche den Zweige W’(n) darstellen. brauchen 
nicht besonders aufgeschrieben zu werden. weil sie aus den Formen (29. 
dadurch erhalten werden, dass man darin 5 mit P’ vertauscht. 
29 \ 


23.) an. S0 


Wenden wir aber die Gleichung (16.) auf die Formen ({ 
erhalten wir die zehn neuen einander gleichen, formal verschiedenen Aus- 
drücke, welche für 


Win) in der Reecursionsformel (19. eingesetzt werden 


können: 


Ir 





‚UV, + u erh 
l ( ’ T Ps j 4 
y Y, —e—n 
I — @— P')Il(n-+ e) r( 0, a@' +9, a — uw 
I(a« — «')Ii(n— #) \e-+-P+y, a+P'-+y, —a—n?' 
I (— «' — A)Il(n--«) Fr 0, ae +#, a'— a 
4 j } 
IH(@ — a') Il(n — 9) \ a+P+7, a+P-+7', a—n/? 
IK — a'— A) — «@-- A) Illn--e) F( 0. a—y—n, -a—y'—n 
IK — «— n—1)H(@+y-+n)Il(a@-+y'+n) n+a+l, n— A+H1, n— PH 
IK — «a — A)Iln-+ ©) r( 0, «+Bß, — a—y—n\ 
30 IK — «— P— y)Il(n+a-+-y) \y,o+P+y, n—-P+Hil 7 
er. \ NI(— «@' — A)Il(n-- «@) F( 0, @'+35, — a—y—n\ 
| IK — a — #'— y')ll(n-+ «a@--y') \yr, a+P-+y, n—P-+1 / 
I(— «@' — Ayll(n-+ ea) F( 0, a9, —a— rn 
IK—-«—PB-ylln+e+y) \ya 


+d-+y, n—- #+1 7’ 


II -- @ — A)Iln + «) 





u Br urn 

IK —- «—- — y)lln+oa+yr) \y,a+ß+r, n— P-1 /' 
IK U AUnte) pl 0 dem urn) 
Hy — 11a — ee) Il(a-+ y'-+n) @a+-ß+yr,a+P-+y, n+ta+i /' 


IK— @'— P)I— «'— In + «) 
Uly'—1)Il(a— a)Il(@-+y-+n) 


v0, a — a, —a—yn 
F( | 
a - L +P'+7, 4 24 ) 
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Diese Reihen eonvergiren bez. so lange, als 

oe op, ur —n—1)<0, R(P—n -1) <0, R(in+a') <0, R(a+ß-+y') >0, 
R(e+P+7y)>>0, R(a+P'- H)>0, R(a+ß'+Yy) —>0, Ry)>0, R(y') >0 

ist. Es werden dieselben einzig und allein den Punkten der Folge « 

unendlich gross und sind sonst für endliche Werthe endlich. 

sie dargestellte Zweig ist durch 


Der durch 


W“ (n) 
zu bezeichnen, da auch noch unter der Voraussetzung R(y) < R(y)) 
| IK— @ — PN) IIK— @ — Ay —y —1 
lim»’W: (n) = — ( P)HK— AUly'—y—1) 
ir Kr N dB By) 
ist. 
Die Ausdrücke für den Zweig W?(n) hinzuschreiben ist nicht 
weil sie aus den vorstehenden durch Vertauschung von « mit «' 
erhalten werden. 


nöthig, 


Artikel 5. Discussion der Zweige W“, W“, wi, w“. 
Nun untersuchen wir die Reihe (25.). Dabei richten wir den noch 
willkürlichen periodischen Factor so ein, dass die Symmetrie gewahrt wird. 
Wir erhalten dann die zehn einander gleichen, in der Form verschiedenen 


Ausdrücke 
IK— y)(H— yY)IKB—n—1) ( 0, a — a, —a—ß 
Ia— alle +A)IL—- a—n—1) a+ß+y a+ß+y, a+n-+i 
0, a — a, — a— 


I(— Y)II— Y)II®' —n—1) F( 
IIa@ -—- @')IH(&@ + B)IK— a—n—1) a BP +, a+f+y,a+n+1 

IT — y) II(— Y)IlKß— an — 1) TIP — n— 1) ( I, —a—ß, —a— 
la HB FRI an Mani) \1-y, 1-y, atn+t 








I(—y) II(—y') II(®—n— 1) Il(®’ —n—1) F( 0, dd +4rY+n,@+y-+n 
IKn + a) IK—a— n— 1) I — a’ —y—n) I — @ —y'—n) a —n, An, . n 
Il(— y') 118 — n — 1) UH(®'—n — 1) F( 0, e—a, a'+y' Br 
21 IKa— a) IK — a—n —1)Il—«' — y'—n) a+ß+yae+P+y —e—n 
® a 
| MUB D pl 9% dom atrtay 
a Ian NU-e@-yn). \atßty, atß+y, an / 
— -Y)IK- ER) F( v, —a—P, @«+y-+n\ 
Be —B—y)IK—a—n—1)I— @—y'—n) 2+ß+y, 1—y', P-—-n 7 
bir IK — Y)UB — n—A)II(ß' —N— 1) F( 0, —a—ß, a"! y 1- 
Ka PM B-P)K-a—n NK yn)  Natß+y, 1-7, Bon / 
IK--„JIK— Y')IB— „IK n—1) F( 0, —a—p, @-+y'+n 
IKa+ BI — a — P'— y)IK— a—n—A) Il —a'—y—n) a+ß'+y, 1—y, B—n 


IK YIK—y)IK8—n MIR —n—1) 
IK@a+3)IK — a — BP —Y)IK—a—n—1)IK —a'—y —n) 


. 


V, —a—ß', 
a +y, 1-9 
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Diese Reihen eonvergiren, so lange bez. 
Rın-P'-V)< 0, R(in-B-1)<0, Rin+a)<0, R(-n—e—1)<0, RyY-D<0, 
R(y' —-1)<0, Rta+ß'+7"\>0, Rla+P’+y)>0, Rka+ß+y")>0, Ria+p+y)>V 
ist. Sie verschwinden in Ge @ conjugirten Punktfolge und werden in den 
-ß3, —P' eonjugirten Punktfolgen unendlich gross erster Ordnung, und 
bleiben sonst endlich für endliche ». Für » = —e« erhalten sie den Werth 

IIB+«@+1) IK +«'—1): [Ikea —e') II“ — a —]). 
Der durch sie dargestellte Zweig ist nach den früher gemachten Fest- 
setzungen mit 

W‘ (n) 

zu bezeichnen, da unter der Voraussetzung R(y)<-R(y') auch noch 
IK—-y)AY—yY-—1) 


em Y 7a — 
lim n)’ W“ (n) ie BIP —,) 


sich ergiebt. 
Die Reihen für W“ (rn) hinzuschreiben ist nieht nöthig, weil sie aus 
den vorstehenden durch Vertauschung von @ mit «’' unmittelbar hervorgehen. 
Wenden wir aber auf diese Ausdrücke die Gleichung (16.) an, so 
erhalten wir folgende zehn neue, einander gleiche, nur in der Form ver- 
schiedene Ausdrücke für Wn 





II(— y)II(— y')Il(n-+«) H 0, DB —B, a ”) 
I 5 — A)Illa@ + A)ll(n— P) a+-P-+ya+pß+r, An 
IK— y)IK—y)Iln-+a) / 0, B—B, a' — AN 
N — Ayla +B)IIn— A) \a+ß+yatßty, An 
IK DI YUnte)lnte®) „(0% —a—l, -e-ß 
IH(@-+ A)IKa' + A)Illn— A)llln — #) (4 vs, A—-y, PB—n ): 
IK —y)IK—y')Iln-+ a)Il(n+e') F( 0, a -+y—n—1,P-Hy—n IN 
IKn— PYIK B—n— 1) In +H1— P'—y)In+1— P'—y) \n—- +1, n+a-H, n--a'-+1 7 
IK— y)Illn+ea)Il(n+«') F( 0, P—-, P+rY—n-—1\ 
II($— P)Illn — BP) In +1 — P'— y') @a+ß+y, «+P+y n—- +1 7 
IK— y)II(n+ «)II(n-+«') r( 0, ®—B, P+y—n—I1N\ 


IB — P)IUn — Allln +1 — 8 —y) \ea+ß+Yy,etB4y, n—B-1 / 
ER yJIl— y')Ilfn + a)Il(n-+«') F( ß, 

Ia + B)II— a — ®'—y)Iln— PB) In -+1- Ei y) \a+tß+y, 1-y', nta-+f 
EL LESE 7 





IKa+ B)IK— ae — P— yY)Illn— B)lln-+ ı- da 5 / Z | 
| IK— y)IK— Y)Illn+ a)Iln-+.«') ae or — a —B, BP’ +y'—n--1N 
I (a + B)IIC— a — B'— y) In — B) In +1— P'—}r') ot B+y, 1—-ryr, n-te-1 ); 
IK— y) II(— y') In + a) Il(n + «') Fr 0 - -B, !+y—n—A 
H(@'+B) I(— @ — B'-— y’) In — B) Il(n--1— B'— y) \ 3+Y, 1, n-ta'--1 / 
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Diese leihen eonvergiren, so lange bez. 

Rie@+n+1) >0, Ria+n+1)>0, R(P'—n- -1)<0, Rin—P)<0, Ry—1)<0, 
Riy'—-1D<0, Re +B+7")>0, Rie'+P+yY)>>0, Ria+P+y") >0, Ria+ß-+y)> 0 
ist. Es werden aber diese Ausdrücke in den Punktfolgen «@, « unendlich 
gross erster Ordnung und verschwinden in der Folge —?. Der durch sie 
dargestelite Zweig ist daher durch 


2 ri Be 
RER TEE 


W' (n) 
zu bezeichnen, da auch noch unter der Voraussetzung R(y) < R(y') 
. an II )IICy' —1 
lim (a) Wi (n) = — 7) A a. 
+ IK— «— #—y)H(— a — P'—-y) 
ist. Die Reihen für den Zweig W“(») erhält man aus den vorstehenden, 
wenn man überall 5 mit /' at weshalb ihre Aufstellung unterbleibt. 


Artikel 6. Die Zweige W/, WY, W', WY. 
Nun betrachten wir die keihe (27.) und erhalten aus ihr durch 
Multiplication mit einem periodischen Factor die zehn einander gleichen 
Ausdrücke 


IK®—n—1) F( 0, vV—y; n+1-— Am) 
IBM Natptnatftn 7 7 
IK —n—1) F( 0, '—y, an +1—-P'-—-y ) 
REN \atß+y at ßty, y ' 


II — n— 1) II — n—1) F( 0, v—y «+y+ " 
I(— a— n—1)lUHl(— «@—y'—n) eae+ß+y9 a+P'+y, 1-—y 7 








II — n — 1) II —n—1) ’F 0, er —y, a+y Tr, 
I — ®«— n—N)Il(—a—y'—n) \@ -#+y «+P'+y 1—y 7’ | 
IKy— y')U(8- Be III —n $) 4 Ö, a -+-y'+n,n+1—P 7) 
II(—a—B8—y') II®ß+y—n— 1)I1— eo - -y'—n) a+ß+y, —a—n, B—-n ’ | 
) II(y y)Il($—n— III —n— 1) F( 0, a'+y'—+n, n u) | 
II — a—#'—y')IK®'+y—n—1)II—e'—y'—n) @a-+-B'+y —a'—n, P—n 5 
IKy—y') IB —n- NY —n—1) ( 0, a-+y'+n, n-—-1 rt) 
TI—e«'—8— y')II(®+y—n—1) II—e—y'—n) a —a—n, BP—n 
Zn „)H@ß—n—-I) IA —n—1) F(,„. a+y'+n, n-+ Beh =) \ 
IU(—a'— #'—y II +y—n—I)IK- 0) y—n) 2 Y» —a—n, PB —n \ 
BER NIR—n—ı) P(o HioPoneHifen) 
TI(— yY')Il®ß+y—n —1) IP +y—n—1) —Nn—a, —n—a' /' 
I(y— y)II®—n — 1) II(® —n— 1) BE. = y+n, Pe ? 
NY MI @a—y—n)Il— a —y'—n) fa u: Pi} 
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J. Thomae, über eine Recursionsformel. 


Diese Reihen eonvergiren, so lange bez. 
R(in- P)<0V, Rn— P)<0, Rin+e)<0, Rin+a)<0, Rie+P'+Y)>V. 
Ri +P+Y)>0, R(a+Pß'+y)>0, Ria+P-+7y)>0, R(l—-y')>>0, R(y) >0 


ist. 


’ d 


Man erkennt leieht. dass diese Ausdrücke sich in die Form setzen lassen 


> 


n’+Mn ''+Nn” 


worin M eine ÜConstante ist, und N sieh einer Constanten nähert, wenn der 


reelle Theil von » negativ über alle Grenzen wächst. Daher ist der Zwe 


1°, 


len diese Ausdrücke darstellen. mit 


W’(n) 


zu bezeichnen. Man erhält daraus den Zweig W’(n), wenn man überall 


y und y' mit einander vertauscht. Die Gleichung (16.) liefert hierzu noch 
die zehn neuen Ausdrücke 











11 (n + a) ( 0, y- Y> u Su ‚um, ") 
Il(@a+y+n) a+ß+ye+P+p / 
In-+ a') F( 0, v"—y; — a —y— n\ 
IH(a@ + y-+n) «+ß+y «+P'+> Y hi 
Iln-+-e)In-+«) | F( v, Yr frHyjo—N, 
In — B) H(n +1 — B'— y') @a-+-ßP+y, «-+ß-+7y; 1—y' . 
I(n-+ oa)Il(n-+e«') af 0, v—y1, B+yr—n—li ) 
In — P)IH(n +1 — PB — ') y +P'+7, «+ ßB'+y, 1 —y' F 
I (y—y')II(n-+e)Il(n-+«') PPIG 0, B-+y—n—1, —a—y- n\ 
IK —a— #— Ha +y+n)Iln+1—- P—r')) \a+ß-+y, n— PH, a+n-I1 /’ 


II(y—y') Il(n+ «)Il(n-+«') r/ 0, BP +y—n—I1, -—e—y—n 
IK — «@ — Bla! +y+n) In -+1— By) \e-Hß+y, n— 31, ni ) 

IH(y—y')Il(n-+a)Il(n-+«') F( v, Prima, -u— yon 
IK—a— B'—yY')IKa-+y-+n)Iln+1—B—y) \a+ß-+,, n—B+l, a+n-+17 

II(y—y')II(n-+-e)Il(n-+e') F( v, B-+y—n—1, —a'—y—n\ 
IK —- «— 2'—y')1la' Hy n)Iln- 1——y') a@+P-+y, n—B+1, aın--1 ” 


II(, - y)Iln+e)Iifn + @) FÜ" —- 0 -y—n, - — yon 
IK— Y)IKa@a+y+n)Il(e +y-+n) vn —ßB+Ä1 


NG YHa+SUnte) pl B+r/—n1, B+4r—n—1) 
My —A)Iln +1 — B—)UHUn-1—P'—y7) ‘7, etn-I, atn+i 7/7 


Diese Reihen convergiren, so lange bez. 


U(n-+a'-++1)>>0, Rin+a+1)>>0, Rin-+1-—-P)>>0, Rin+1—P'\>0, Ri +’ Hy )>0, 


ist. 


R(a+ß'+y)>0, R(a’+ß+y)>0, Rka+ß+7)>0, R(1-7")>0, R(y)>0 


Es können diese Ausdrücke. wie man leieht sieht. in die Form »e- 


ı" 
m, 
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bracht werden 
n !"+Pn 7"4+0n7"°, 
worin P eine Constante ist, und Q sich einer Constanten nähert, wenn der 
reelle 'T'heil von 2 positiv über alle Grenzen wächst. Der durch sie dar- 
gestellte Zweig ist daher mit 
W'n) 

zu bezeiehnen. Die Darstellungen von WY(») erhält man durch Vertauschung 
von y mit y”. 


Artikel 7. Zusammenhang der positiven Zweige unter sich, und der negativen 
Zweige unter sich. 

Eine wesentliche Aufgabe der Untersuchung der die Gleiehung (19.) 
befriedigenden Funetionen ist die, den Zusammenhang der verschiedenen 
Lösungen unter einander nach dem Satze, dass zwischen je drei Zweigen 
eine lineare homogene Relation mit periodischen Coefficienten statt haben 
muss, aufzustellen. Wir beginnen mit der Formel 


Win) = (BP, Yy)Wi(d)+(P,y))Wr (n). 

Setzen wir hierin n+m für », so ändern sich dadurch die periodischen 
Funetionen (P,y), (?,y) gar nicht, wenn m eine positive oder negative 
ganze Zahl ist. Gehen wir sodann unter der augenblieklichen Voraussetzung 
Riy)<R(y') mit der ganzen Zahl m zur Grenze —»x über, so erhalten 
wir sofort, da die Grenzwerthe W(n+m), W’(n-+m), W“(n-+m) bereit 
stehen, für (?,y) den Quotienten 

IK— a— PB) IK — «— PB) I(y—y— 1): II— a — P'—y)II(- ae — P'—y) Hy’ —]). 
Da nun die linke Seite der Gleichung, die uns zu diesem Resultate führte, eine 
Vertauschung der Parameter y, y’ zulässt, so muss sie auch die rechte zu- 


lassen. Daraus ergiebt sich (5, y’), und die Voraussetzung A(y)<R(y) 


wird überflüssig. Wir erhalten so vermöge der Symmetrie das Gleichungs- 
system 


- IK— a B)IK—a'- BUY —r—1) 





Br Te PUCe-B—JUG-%) 
a _ Moe B)-er— BAG y—1) 
a (Pr MER PN 
DL ee He) 
PD = ae 
a Moog y—1) 


ri); I —a—B— „)IK— a — B—y')Illy 
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woraus leicht die Determinante berechnet wird 


3 ARE lB NG IK—a— pa B)IK—e BI —e’ 
0. 7 nv) y —— j) v \( > b) Y) = 1/ f \ ($ 
\ ) B,r)P,Y)-P,Y)\P,7 IHy— 1) IKy —1)(y'— y)rcosec(ß— P')n 


Dureh blosse Elimination findet man hieraus den Werth 


wi 


97 E nr cosec(f' — B)a II(y — y') Hy! — 1) 
(4) (Y,P) ur © @— 2) IL a - OLE a@a—ß yyıl « — B—y') . 

aus dem (7, P), (y', P), (y', P') erhalten werden, wenn man bez. 3 mit 
y mit y und endlich sowohl 5 mit 9’ als auch y mit y’ vertauscht. 

Beachtet man, dass durch die Transformation (16.) W? in W«, W’ in 
W’, W'. in W“ übergeht, so findet man mittelst dieser Transformation 
ohne alle weitere Rechnung das Gleichungssystem 
IK — @'— B)IK — a’ — By —y—1 


| (0, 7) = II(-- ar ß- y)IHK- er ß' Jg" 1)? 
ver irz IK —«'- A) — a A)IKy— y 1) 
(38.) Er IK—a'—B— Y)IK—a«'—P'—y')IKy—1) 
I MER y—y—) 
FIRE. N Me) 
Fu IK Re — B)IH & BUY y 1) 
(0, 27 


- IIK- [44 P- LE Üü b' y')llay | 
mit der Determinante 


- 4 r t v T IK & DILL & SI o' 5 ll a y 
(a.y\(@.yv)—-(a,y)(a,y) = — — 

4, ’ 4 (0,7 4‘; („— y)ncosec(a— a')rnll Y 141 y | 
und somit 
29 + n cosec(@'— a)n Il(y— y') Il(y'—1 
(99, ya) = \ I a 
(eo) ) (Y, @) IH - a' BI — «- A) - & B- Y) I(—a— #' Fe u. Ss. W 
Weiter setzen wir die Gleichung an 

7« ke a, " \ on 6 
W2(n) = (a,y)W’(n)- o,y)W!(n). 


Schreiben wir nun wieder a+m für », so bleiben (e,y), (e,y') ungeändert. 
wenn m eine ganze positive oder negative Zahl ist. Gehen wir mit der- 
selben zur Grenze —x über, so erhalten wir die Coeifieienten leicht. und 
zwar liefert die Symmetrie das System von Gleichungen 


1 PEN ı 7 PP BREHDEHERE 


IR, d d 


FE a a 
(2,7 IK — a — B—y) HI — ae — PB —; 
IK—y)Ily—y'—1) 
ze „IK — a — A —y' 
(40.) Ber} RE 
Il: yY)llly' —y—1) 
A a — 
er IK —a—B—y)Il—a—B'—y 
Es IkK—„lUgy—y—1) 
d,7)= 


IK-a—$—yY)I—o—B—y 


Journal für Mathematik Bd. LXXXVII. Heft ! u. 2. { 
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I II—a@ 31) IIa—a'—1) 
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mit der Determinante 


(41) (e,y)(a',y’)—(e',y)(a,y') = II—y) II—Y'):(y'—y) necosec (@e—e')n. 
Hieraus folgt 

I(y— Br 
IK—yY') I —a—B—y') I —a—P'— 


Die Gleichung (16.) liefert hieraus wieder die Sy u 


(42) (9,0) = u. 8. W. 


; I") Iy —y—1 
(43.) (P,y) = r) er. —, 8%. 
| I —a—ß'—y) II — ae — P'—y) 
' iin yNg R nn 7 
4) 9,9) = Le Fame imsunn nu n. u. 8. W. 


IK) Heß) I—a'—B—r') ' 
Stellt man die zu dem System (35.) gehörenden Gleichungen in F-Reihen 
auf, so findet sich unter ihnen in nur einfach abgeänderter Bezeichnung 
die folgende vor 


| Fr, a oe 


RR Hb" — b’—1) Hfa—a’) IHfa—a”) I(—a—b) F. /b, b', b" ) 
II(b'—b) IH(a-+b"— 1) Hf— a —b’) II(— a” —b*) \a,a,a" 

, 6b —b"—1) IIla—a’) I(a—a”) II—a—b) r ( b, b', b" ) 
\ 2 IKb"—b) I(a-+b'—A)II(—a’--b") II(—a" —b”) a,.«a', a" 


Bildet man sodann noch die beiden Gleichungen, welche hieraus entstehen, 
wenn man a mit a, und a mit a” vertauscht, so kann man aus ihnen F 
und F,. eliminiren, und erhält als Resultat die Gleichung 


II(a"—a—1) II —a—1) (aa, a" N\ 

| aba by IK—aN) "N b,b, v7) 

(AG. | 1 II(a'' e- I) IIla— a —1) F x a,a, E. 
I — a’ —b) HH — a’ —b") II — a’ —b") db, b’, bi" 


| Ia— a" —1)Il(a' —- a" —1) F [9 a', 2 u 
1a" IK a" DIA dr) N 6,d,d" ' 
\lacht man in dieser Gleichung die Rücksubstitution, indem man bez. für 
TE Fu A 8 b', b", 
wieder 
-, 0, a, n+l, P+Y, PH+r 
setzt, so fliesst daraus die Gleichung 
I «a +3 N) Ile +2—1) FÜ" a+ß, a 
\ II(—y) H(— y') II(®—n—1) Yy, n 1 
IK —a— B—1)II@ —a—1) a'— 1a, 
I —-a— P—y)I—a—P- ‚)Il—a—n—1) Ku HB+-y,a+ß-+y', @- Eng) 
’ 0, a—a, —ß 
IK — a — 3—y) I —a'— B—y') IK — a —n —1) IB HP+ry,a+ß+r,a+ 2. 


d 


= (), 
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Dies ist eine Gleichung zwischen den Zweigen W”, W“. W“, und sie liefert 
Tl. | ein System von Üoeffieienten, von denen wir nur einen Repräsentanten hin- 
schreiben, weil die übrigen durch Vertauschung von @ mit «', von 2 mit f', 
und gleichzeitiger Vertauschung von @ mit « und 3 mit 5" aus ihm er 
halten werden, nämlich 


(48.) (P, G@) = 


a cosec(a— a')r.nrcosec (a+P')n 
#] \ 707] ! / 7) N y) . u WM 
IK —a—Bß'—y) I —a— BP — Ilka +’ —1) It 9'—1 . 
Durch Elimination folgt 


48 ur sin(@+-P)r.sin(a-+ A')asinla'-- AB) IKa+ß' N) —1 
ia.) ; n - - 
u (0,19) sinyrsıny' an II(— @ — B— y) IIC— a@'— $—y') sın(#’— AP) 
N u. 8 W. 
g Daraus liefert die Gleichung (16.) noch die Systeme 
4 4 nere/R- an\ nserlm'/ 
(49, De = en LE ernennen a —-P)n | | :. ee 
“ IK — a — B—y) I — ae — $— Y') He +B—N) I +8’ —1) 
a sin(a+PA)asin(@ + A)asin(e + A) alle BIN) Ile 4-91) 
(49°) (9,0) = ——— - ——— BE ee 2 
sinyasiny'’asin(@'— a)nil(—a— B'—y)I— a— #'—y 
Damit ist der Zusammenhang sämmtlicher positiven Zweige unter 
sich und der negativen Zweige unter sich hergestellt. Wollte man &e- 
lationen zwischen drei Zweigen, die alle drei verschiedenen Paaren ange 
N, hören, wie etwa zwischen W“, W’, W‘ aufstellen. so würde man dazu 
| nur einer Elimination aus linearen Gleichungen bedürfen. 
Artikel 8. Zusammenhang der positiven und negativen Zweige unter einander. 
Die Relation 
= „' rn , / Jr a,\ ’ 
Wi = (P,y)NM BP,Yy)W., 
oder ausgeschrieben 
I(—y) II y)Iln ra, F n+1, Y P+} 
n cosec(P?’ —n)a In +1—B—y) Hln-+1— $—y') B, ©, ax’ 
ir AWITZE, Ä 
| I Y Hy y—1) F VD, 7 Y; a— nn 
I —a—B—y) I — @—B—y)Il(n+o-+3 @a-+-P+7, a+P'-+y,; } 
IC y)Hlly y' 1) F( (). 7 £ ü ur 7 
IK —a—ß — IK — «— P—y)Ila-+y'-+n) \a+ß-+y',a+P'-+y y' 
liefert in veränderter Bezeichnung die Gleichung 
sin(a+a'+a”+b-+b'-b" —N)a Il(a--b"—1) F fa, a, a" 
a Il(a—a')Il(a— a”) \b, br, db" 
’E II(a”’ — a’ —1) ‚/a,a”, 1—a—b—b' 
MW. “.—- - — - l 
IK — a —b)IK — a — bYIK — a —b")Ia+a'+b-+-b'—1) b, b’, 1— a — a" —b" 
Ia'— a" —1) ‘a,a", 1—a—b—b' 


ze bYIK— a" —b')IK— a" —b")IKa+a"+b4+b 1) “\b, b, 1—a'— a" —b" 
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In dieser Gleichung kommt an derselben Stelle der F-Reihen b" 
links positiv, rechts negativ vor. Man kann daher rechts den Grenzüber- 
eane b’—= + ausführen, und erhält so auf der linken Seite den Grenz- 
übergang (13°), der hiernach unbedenklich ausführbar wird. Wir können 
Voraussetzung R(y)<R(y', wenn m eine ganze Zahl ist, die Grenzwerthe 


lim m’ W’ (n--m 








| u I — a — 2) I — a — A)UHiy—y—1)  sin(n—P—y)r 
MN. IK—«—®—y)II—a—® NY) sinm—p)r 
ll. . > 
lim — m)’W” n+m) 
3 II— y') Iy'—y—1) sin(n— P)asin(n— B'—y'—1)n 
— IKk—a—P'—-y)II— a — B'—y sin(n+ a)asin(n- a')rn 
lim m’ W“ (n-+m) 
m—-+-7% 
\ 7. II(—y') Hy —y—1) sin(n + a -+-A)rasin(n + @'-+- y)r 
2a  H(—a'— By) II(— @—B'—y) sin(n— A)rsin(n— P')r ' 
| lim (— m’) W* (n-+m) 
| IK— a — PB) IKk—a'—P)IIyY—y—1) sinn +a+y)r 


I — a — #—y) IK — ae —B—y)Ily—1) sin(n-+ a)n 


Hieraus erhält man auch leicht die Grenzwerthe von W’? in positiver und 
von W’ in negativer Richtung. Denn da 


t }- 


> s \ , Pn.y A. } \ ar : \ 
W’(n-+m) = (y,P)W" (n-+ m) --(v,ß') W" (n- m) 
| | /sl | VELZER GE 
ist, so ergiebt sich, wenn R'y)<R‘'y), und m ganz ist, 


lim (— m)’ W’ (n-+m) 


m —f 


cos (2n—P 





B'—y') a sin (y’—y) rc + sinyrcos (?— BP’) + sin y'n eos(a— a’) 
sin(y—y)zsin(n + a)asin(n + «')r 


Riy) ıst. 


und wenn R(y) 


lim — m)’ Wi (n-+m) 
IKy—y)Hly—y'—1).meosee(n+a)n.neoseen+a)n 
I Y)AgY—1)IK—a— By) H(—a' —P—y') IK —a—P—y)II— a —P’—y') 


® von der Glei- 


Diese Grenzwerthe sind nun zugleich, und zwar unabhängig 


chung Ri) R'y 


HF +- 
die Coeffieienten (y,7), (y,7'), und wir erhalten so das 





also die Gleichung (13°) anstandslos anwenden, und erhalten so ‚unter der 


EUER N... 


fi 


VW 
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" . 
b System von Gleichungen 
R» . Ei 
| | sinyrcos(d?— Pr +siny'ncos(@a— a )n+cos(2n— ?—2'—y')sın(y—y)n 
7 ys» y\=—1 - r - r : 
2 BIE : sin(y—y)rzsin(n+e)asin(n-+«')r 
u nn IIy—y') I(y—y'—1).n eosee(n+ a)n.neosec(n+a')n 
„= \ f a ’ 
er 3 | ver ) IK - ')HUly- I) - U - By) a P- y UK 0 s y)IkK a" BD — y ) 
ON 
55.) } \ | 
\e ( ae Iy' —y) Ily' — y—1).neosee(n+a)n.neosec(n--a')r 
v4’ HC—y)I(y'— 1) II —a— $—y) II(— a! — P—y) Ik— a — P’—y) II — a — PB’ —y 
nz cos(3-- 2’) rsiny'am + cos(a— a )asinynr-+ cos(2n —?— P'—y)asin(y-y’)n 
Ar Ay u - » > “ . “ - 
v ze’ ze 5 sin(y— y')rzsin(n+e)asin(n+a')n 
woraus vermöge der Gleichung /16.) noch das System fliesst: 
re h cos(a— a )rnsinyrr+ cos(d?— P')rsiny'n +cos(2n+a+a'—+y')zsin(y—y)7 
Im A en 2 \ r . \ 
Witze sin(y'’—y)asin(n— A) asin(n— Pr 
|. FE Iy— y')IlKy— y'—1).ncosee(n— P)r.rcosec(n— ?') 
I\ vn . Sao er Ar ' Bu / 07) 
A, V>1 I—y)Hy—1)Il—a—Bß—y') IIK—a—B'— y) I— a’ —8—y') II— a —P' 
* I REN IKy'—y)IIly'— y—1).ncosee(n— B)r. rn cosee(n Pr 
wit LIGeae) LICZER DT mar ur Br) Y [mtr suu: Zur) YTOuat ua ma) UT Guar Zua: Zu 
ee: , cos(e— a')nsiny'n + cos (d— M)rsinyrr +cos(2n+a--a + y)asin(y—y')r 
PP. BE : : n : - 
-2 sin (y—')azsin(n— S)rsin(n—?')n 
\Y d , r) 
. ° sw . . 4 . . 
Machen wir in (50.) die Substitution bez. 
' . . j 
-ß, 0, ao, n+l, P+y, PH+r 
dl für ' ı ' A 
da a: a b b # 


so erhalten wir eine Relation zwischen den Zweisen W”, W“, W“, aus der 

wir ein System von Coeffieienten ableiten, von welchen wir einen hersetzen: 
un 2. IK —a— PP’). neosee(@« —a)n.rrcosec(n— +1) 
Im. ed) = aN _y 
u ER I(— «'— B) II —a— B'— y) I(—a— B'— z').necosec(n-+e) rn 


— + 


woraus (3,@'),(P’',@).(?',e') erhalten werden, wenn rechts die @, 9 ebenso wie 
links mit «',?’ vertauscht werden. Die Gleichung (16.) liefert hieraus 


die Coeffieienten 
N(8— PB) IC — B—1) II — « — B)sin(n— +1) 


I — a — P') IH — @' — B— y) I — a — B—y')sin(n+a)n ’ 


(56.) (0,P) = ll. 8. w, 


Setzen wir ferner die Gleichung an 
' W* = (a,y) W/ +(0',y') Wr, 
und machen einen Augenblick die Voraussetzung Riy)<R‘y'), die jedoch 


/ / 
wegen der Symmetrie sogleich wieder fallen gelassen werden kann, so er- 
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halten wir durch Grenzübergang 





a Bi, II(y' —y—1) II(— «'— P) II(— a’ — f') sin(a+a-+y)n 
H EAN zum . , - 
TOUR NY) I —ByJ)I—e— P—y) sin(ntea)n 


woraus (@,7), (@',y), (@',y') durch Buchstabenvertauschung erhalten werden. 
Die Determinante dieser Coeffieienten ist 


r a ' 
\ a,y)\a,y)—\a,Yy)\a,Y) 
(99.) ® II —a— 5) II(—a— A) II(— a@'— P) II—e'— P) sin(n— P)asin(n— A) 
Ey (= yD)II(y' -1)II@y—1)r ceosec(a— a’) sin(n-+e)nsin(n-e')n 


Endlich liefert die Gleichung (16.) noch den Coetficienten 


hr 4 = II(y' —y—1)II— a A) - a«'— 9) sin(n— 5 -y)N 
(Od. (/ 2j ) = II(y'—1) II —e— '- y)II( F a — P'—y) sin(n— P)r 


und dureh Elimination findet man 


4 


f ? s / r ’ / ' ! 
\ y‚a)=(a,y):(a,y)(a,y)—(a,y)(a,Y) 
(60 | | 
ae? II(y—y')II(y—A)ncosee(«— «')n ‚sm(n--e)asin(n+ ey) 
II(— a'— A)\II— @'— PT — a— B—y')II(—a— P—y)  sin(n—P)asin(n— P')n 
4 I (y— y') II(y'—1)ncosec (A— BP’) sin(n— A)asin(n— P'—y')n 
(61 v.i3): r - ne . : ee. : 
eu IK — a— I) IK — «— P)IK — a— B—Y)IK— a — P-7) sin(n--a)asin.(n-+t«)n 
u. Ss. W. 


Was die Grössen (e@,«) u. s. w. anbetrifft, die complieirter ausfallen, d.h. 


von der Natur der oben schon erhaltenen Coefficienten (y,7) u. s. w. sind, 
so mag es genügen, dieselben hier durch schon bekannte Grössen auszu- 


drieken. Es ist nämlich 





a Bee 
G,Y) G&.7 J (@,Y) @,Y) 
0,0) 1 
57 f ) “6 ! ? f ayf\ 
(a, 7) 0,7) (@,y)(@;7 J 
Fr a Mey’ 
(a,y)(a,y')— (a,y)(a,y') 
&.& } um r 2u r 
“ na er a8 
' \@,Y7)\@,Y7) (a, Y )(@ »?) 
(62.) 
u mE ı Mi 
e (@',r)(a@',r')— (a',r')(e',y) 
G.OÜ) = u age E Er 
f er ! Fr 4 EN N\f f ar \ 
(a,y)(a',y') (a,y')(a',y) 
f4 a. ! aj7"\ ve ! Pr \f as 
' ' (@,y)(@ >/ ) (a, YN\G,Y ) ; 
(& „a = 


(a,y)(@',y')— (@',y)(a,y') 


A| 


Ss‘ 


si 


W 
al 
St 
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h. 
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Damit ist der Zusammenhang zwischen allen Zweigen der Function W er- 
stellt, so dass die Relationen, welche sich nicht unmittelbar hier vorfinden, 
dureh einfache Elimination zu erlangen sind. 


Artikel 9. Asyınptotische Werthe der F-Reihe. 

Bei vielen Untersuchungen ist es von Nutzen, im Besitze der Werthe 
zu sein, welche eine Funetion annimmt, wenn ihre Parameter über alle 
Grenzen wachsen, oder zu wissen, wie sie sich asymptotisch verhält. Es 
sollen deshalb in diesem Artikel die Grenzen untersucht werden. welchen 
sich die Funetion 

. 0, ad —!w,b"—E" w 

‚ G -n0,b'+n'o,b" in" w 
nähert, wenn & positiv über alle Grenzen wächst, während €,e',n,7',n" die 
Werthe 0, +1,—1 annehmen. Es würden sich auf diese Weise, wenn man 
alle Combinationen zuliesse, 3°—1=242 Formeln ergeben. Die Liste der- 
selben würde sich zwar dadurch etwas vermindern, dass von solchen For- 
meln, die sich durch blosse Vertauschung der Parameter « a” unter einander, 
oder der Parameter 5, b’, b’ mit einander ergeben, nur ein Repräsentant 
aufgeschrieben würde. Andererseits würden sieh aber diese Formeln 
wieder dadurch vermehren, dass einige von ihnen bei verschiedenen Ver- 
hältnissen der endlich bleibenden Parameter verschiedene Gestalt erhalten. 
Daher wollen wir nur diejenigen hier aufstellen, welche für uns die wiech- 
tiesten sind, und welche sich als unmittelbare Anwendung der bisher er- 
zielten Itesultate ergeben. 

Von unmittelbarer Evidenz sind die Formeln 

au. " 
(63.) lim F( a =” ) = lim F(,, t g* N E> PR “ 


b" 7 b. b"-+w / 


weil sich die F-Reihen bei dem geforderten Grenzübergang auf ihr Anfangs- 
olied zurückziehen. 
Mit Hilfe der Formel (12.) findet man daher sogleich 


| imF(, Eee es 

\ Ho, b’+@ 

(64.) /= lim H(o—.a") a a rn un ie » a —o, a +a"+b+b"- 
IIo-b—a') IHIA—a'—a —b) b 


o IIA—a'— a" —b—b'—b") 


= Eu It — a’ — a" —b'—b") 








/’Ee9aN 
(64 : 
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ie j O,a,« 
Will man in dem Ausdrucke FÜ, pr Ki 
‘0,0, 


so muss zunächst gefragt werden, ob die Reihe eonvergirt. Betrachtet man 


—(v 
) zur Grenze übergehen, 


aber F als eine Function der complexen Veränderlichen «',a”,b,b',b", so 
kann man die Funetion auch da, wo die sie darstellende Reihe nicht con- 
vergirt, als die stetige Fortsetzung aus Gebieten heraus, in denen sie con- 
vergirt, ansehen, und so immer nach dem Grenzwerthe fragen. Ist nun zuerst 
R'b+b'+a—1)<0, so ergiebt noch die unmittelbare Ansicht der Reihe, 
weil sie sich nach dem Grenzübergang auf die Gausssche redueirt, die 


Formel 
a en m 0a, IK-a)IK— ad —b'— 
(65. u, ET Ya ( u #- | ? 
x. b', b"+w II(— a'—b) II(— a’ —-b’) 
Ist aber R(b+b'+a' -1) > so müssen wir die F-Rkeihe zuerst mittels 


der Formel (12.) transformiren, und erhalten dann 
a 0, a, a — w\ 
lim F( a 

b, b’, b"’4o/ 


Ha) II2— a’ — bb) NA—a'— a" —b—b’—b") 
II(— a" br) II6—1)II(b' 1) 


(69°.) 


Ist Ria + b+b')<0 so ist in Gauss Bezeichnung 


V,a, a 


(66. ) lim F(, b', er” / 


= Fib,b, 1—-«, —1). 


Ebenso erhält man, wenn an b'-1)<0O ist. 


II(— a’) II(—b—b'— a’) 


‚pm 0, a’, a’ w\ 
(61. lim F(,’ Br I1I(— a’ —b) II(— a’ —b')' 


b, br, b" — 


und wenn R(«+b+b'—1) > ist, 


Fu „ 


dad 0 
| lim F( \ z B un 
| h sin(o+a'’+a"+b+b'—1)n II(—a) Are a —b—b')II 1 — a — a" —b—b'—b") 
u ia "sinfa” + w)n II(— a —b") II(b—1) I1(b'—1) 


Hieraus wurden unter (13.) und (15°) schon die beiden Gleichungen ab- 
geleitet we} 


.. O,a, 0 II— @)II(— a") II —b—1) 
( ®. u . 
08.) imP(yy. b, cn ) = lim 1b 1) I a—b)I(— a" —b) 


Die Schreibweise, bei welcher das Zeichen lim angewendet wird, ohne dass 
ein bestimmter oder endlicher Grenzwerth vorhanden ist, kann getadelt werden. Sie 
ist hier der Bequemlichkeit halber benutzt, und ich glaube nicht, dass sie zu Irrthiümern 
zu verleiten vermag. 
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Ben. 
w’sin(a@ ta" +b'’+b" tw) II—-a)II—ar) II —b—1) 
sin (@+a"-+-b-+b'+b"+w)r II(— a’ —b) II(—a"—b) II(b’—1) ' 
wenn R(b—b')<0 ist. Ist R(b’—-b)<-0, so hat man 5b mit 5b’ zu ver- 
tauschen. Durch Anwendung der rer (11.) erhält man 


; (69.) 
i — ]im 





a —ıo, a’ N 
-0,b'+o,b"+m/ 
Wear’ cosec(o 4a +a"+b+b'+b"—1)7 II(a' — a" —1) 

II (— a" —b) II(— a" —b') II(— a" —b") 


lim F(, R 
(70.) 


wenn R(a—-a”)< 0 ist. Ist R’a-a”) >00, so hat man a’ mit a” zu ver- 
tauschen. Ebenso ist 
' a -+w, a" +0 
imF(,. it ) 
" ‚W"’—-o,b"—o 
1.) / 


| öan 9 a ce b") n cosec(w—b)n II(a'— a" —1) 
= ı1nl yo N 
| cosec(w-+.a’) ru II(— a” —b) II(— a" —b') II(— a" —b') 


2— 2a” a—hb—h’ h’ 


wenn R(«—a”) <0 ist. Ist RA(a—a”’) >0, so muss man a’ mit a” ver- 
tauschen. 
Setzen wir zur Abkürzung 


Y—y -a—y—n ) ..  Sin(n-+-a)n Mass 
1} | t a - - | ‚p Yv) 
„a+p+ya+ß'-+j7 sin(n-+a4y)n 4?4 


und machen in der unter (53.) im Artikel 8. BEN Formel 


9 


v-y=a, —ae-y-n=a, y=b, a+ß+y=b, a+ß+y=b", 
| so erhalten wir, wenn R(a') > ist, 

FÜ" a’, a + w\ 

| 4 | bb, dr) 

(42.) | BIER TEN. A “acosec(a +a”+b+b'+b"+w—1)a II — a) II(— a —1) 


II—b— a) II(—b’— a’) II(—b" a) II) II N) II" N) 
Ist aber R(a’') < 0, so ist 


2 /VBa,ad"+w‘ + 

2) Foo, o 'E ing(“, b, h. ) 
Dass in g die Elemente 5, 5’, b" mit einander vertauscht werden können, 
ist durch Umformung der trigonometrischen Ausdrücke leicht zu erweisen. 
Die Gleichung (12.) liefert die Beziehung 


a dd, «+o, a" +0 
-.s iy a ) 
: b'—o,b"— u 


aha u nem '— a — -b") F() +0, a@a+a"+b'+b"—1\ 
II—b— a" —o) II 1 — a’ — a" —b'’—b") b, N b’, 1— a'—b" )‘ 
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und hieraus fliesst, wenn R(a’+a”’+b'+5b"—1) >0 ist, die Gleichung 
0, @+w,a"+w 


it’ —h’— hr 


ee mr Dane 1 _ II(— a — 
1) II—a'- 


+a"+b'+b"— 


Einen für uns wichtigen Grenzwerth erhalten wir aus der Gleichung 


\ 


D- 


—bN) II - 
‚<0 wird die Formel etwas a 
DW HG) WE. 
Wir multiplieiren dieselbe mit /T(— a — P" 
die Gleichung 


und erhalten so 





\: Ivy), 


B+y—n—1, —a 


Fat) a4 +7, 


BE rt an 
1) II(—a' 

{ > I (B-n-N TIP nA) IIn+e 
II(-y') U(y-1)IIC-@-P- 
- augenblicklichen TRAEHNE 


an 2 


it a’ “= 


0, 
) FÜ a+Pp'+7, 





yın)asin(n-+1 
ee (n+e)nsin(n+e')n 


a+P'+y' 
veschrieben wird. 

’, y+o für y, so gehen die beiden 
während @ uns die gesuchte Relation liefert, nämlich 


x 
N 
3 
x 
hi 
& 
a 
& 
$ 
4 
” 
= 
% 
Er 
= 
= 
17 
2 
p} 
u 
& 
B 


F-Reihen in Eins über, 

F( n-+1—P'—y'+w 
a+-P'+Y'—o, 

— a)rısin(n--ae)nwm Mena 
y+o)asinf@' +y+n+w)asinn+1— 

1 cos(2n 8 Apr 


aan Big dan Due ara ie en 


+a)II(n-+ «') 
Ts DET 


ET Is EX w)rcos(e a’) 


sin(y— 7 : 
sin(«. + P'+ 
Hw)rsin(y'-y+2w)r + sin(y+ 
sin(@+ß’+y+@)resin(@'+yı n+@)resin(n+1 





Um die Formel in einer für unsere späteren Zwee ‚ke brauchbaren er zu 


Bezeichnung dass wir 
‚b für « u b’ für 


STE eh woraus, wenn R(b' \p" — a — a" — 2b) > 


erhalten. 
für a+1—- P'-—-y -a—n, b" für P'—n 
‚ die Formel fliesst 


-o, a’ +0 


lim F(, 


se b'+b" +2) nsin (a -- 
"+b-+-b'+b"- 


b)zsin vn IICa" +b—1)I(—b')w" +" 


o)rsin(a'’+ w)rsin(a”-+w)rIl(b" — Da 





un 
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und wenn R(b’+b"—-a’—-a”—2b) U ist, 


lim F( 0, a’ -} (), a’ u) \ 
b+w, b, b" ,/ 


, eos(a'+a”+b+w)nsin(a'+ a" +b'+b"42w)a+sin(a'+b'+w)eos(1 -a’-b-b")a ısin(a'"+b"+w)ncos(1-a”’-b-b')r 


3 sin (a +a"+b+b'+b" + o—1)rsin(a'- 


l 


o)asın(a'+w)r 
Setzen wir noch in (74°. 
a=a+ß, a’ — — a. —y—n, b=«'- P+y, b=y, b"=n-P'+H, 


so folgt, wenn R(2n-+1- a —«'—2P%-2P')< 0, und m eine ganze Zahl ist. 


te 0 a@+P'+m, m—a«'—y'—ı 
lim F( el 2 HA'+m, A 
M=L @-+ P+y' m, Y; N— P I 1 R 
7 41m4ı  Sn(a—ea')asin(n—B)asin(n— A)n IKB nA)I® nA) uyı2 8-8 


Si 


sin(@+ß+y")asin(«- PB )asin(@’+y'+n)n II(y—1)II(y'—1) 


o,a' + \ 
b', bh ) 
ohne Schwierigkeiten berechnen. Wir begnügen uns mit der Andeutung 
des Caleüls. Wählt man zur Darstellung der Zweige der Funetion W in 
der Gleichung 


i . ' u da 
Man kann mit den hier aufgestellten Formeln auch noch F(, 
ca 


W? = (B,0) W“ (2,0) W° 


3 


bez. die F-Reihen 


wi 


F( 0, —a—ß, —o’ ) PA 0, a—P, —a— PN F eR& a —B, —a’ 
I—y, 1—y, ß—n \1-—y, 1—y, n+a+1/' \4-, Ir, ru 
und setzt man «’+w für «', o—w für @, so hat die erste Funetion die ge- 
suchte Form, und die Grenzwerthe der beiden letzten sind bekannt. womit 

der Grenzwerth der ersten gefunden wird. 
. 
Artikel 10. Zusammenhang zwischen contiguen Functionen. 

Wir bezeichnen mit WW, VW, W, WW, WW, Wr oder kürzer mit 
Fortlassung des Index + mit WW“, ... W’ Grössen, welehe sieh von 
den für W«, W“, W?, W, W?, W’' früher aufgestellten Reihen bez. dureh 
constante noch nieht bestimmte Factoren ", @“, w’, w”, w’, w’ unterscheiden. 
Ferner soll 


Li Yık ra vi Er Lı 
0, Wit Wr, Wr 
‘ 
ia’ “res; aß __ ' gay Ya; 
=, W ta, Wa, W7+a, N 


gesetzt werden. So erhalten wir mit Hilfe der Formeln des Artikels 7. die 
Verhältnisse 
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+ 4 
| a,.0as _ (7) .(ß) _ sin(a+P')r sin(@+ß+r')n 
a rar oe rn sin(@-+2 m" 
(75 | / / (@', y) («, ß) ( '+P') ( + +7") 
\ .-.4 r + 
| a, 0 _(y).(, A) _ _ sinle+B)a sin(@+B-+7)a 
a, 0 +, +++ Ssin@@+P)n sin(a+ß-+y)n 


(a, y) (@',ß") 

Hieraus fliessen noch zwei Gleichungen, wenn man y mit y’ vertauscht. 

Die Gleichheit der beiden sich aus diesen Beziehungen für jedes der beiden 
Verhältnisse 

a A & 


E) 


a. 0,’ 0% 0 
4 Y l 


a3 0R 
| 
ergebenden Werthe erhellt als eine unmittelbare Folge der Gleichung 
+ 0 +P+P+ y+ y —— 
Das erste dieser Verhältnisse rechnen wir aus und erhalten 
H)n sin(@tß+z)n 


) 
P° 
a, a, Ay. dt, sin(a'- HP+y)a sin(e+ß+y)n 


’ 


.. ni u. Oyı sin(@-+- 
(6.) ar Y EEE Y / Er. er 


Demnach sind die vier Grössen dg:09, Agila, 0, :0,, @,.:o,, durch eine von 
j / ’ 


+ fl 7? 


ihnen, z. B. durch e.s:«), bestimmt, und die drei Grössen 03, @,, @, durch 


die fünf Grössen «.. 0. as. 0 &..; welche von den Verhältuissen der 


pP? N} pP ’ Y? 


willkürliehen Constanten in 98°. Me, .... also den Grössen 


Dw ) nv - 
20:0 or: 
abhängen, und durch geeignete Bestimmung derselben jedwede Werthe an- 
nehmen können. 


Sind nun in den Funetionen 


/ iD Ay) \ 3 
Pu ( @,P, 7 \ E ( ni Pi 7ı \ 
‚ wi Eye Rh W, = Wi By ®)ı 


eıyl ,? 


die entsprechenden Parameter um ganze Zahlen von einander verschieden, 


in welchem Falle sie contigue Funetionen W heissen sollen, und ist @ die 
kleinere der Zahlen . o,; @' die kleinere der Zahlen «, e,; # die kleinere 
der Zahlen P, p,; P’ die NAER der Zahlen 9’, ?, und ebenso 7, y' bez. die 


7, Yı, So kann man die acht Grössen («;)., (@3)ı, 


y)ıy ».. bez. den acht Grössen @,,0@,,%3, ... gleich annehmen, weil die 


/ > 


kleinere von y, Yı und; 


Gleichungen (75.) ungeändert bleiben, wenn die Parameter um ganze Zahlen 
abgeändert werden, und daher aus der Gleichheit der fünf willkürlichen die 


(sleichheit der übrigen folgt. Mithin ist 
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WW | Mn-B)IIn—PN) 


Ir, 1° I. Il(n— 8) II(n— 8") 1 %p %p- nt 


Sure Syire’ “ [ 4 Mr? AR 
I, 20, II(n-+e«)Il(n-+ «') Rp %B Di, di II(n-+a@) II(n-+«') 
Kr. Pr’ u p: ER : 
Ey @y |. 7, 0 ‚WFT IIn— P) II(n—') gete PHP ga 8-8 7-5 
en : Jar ur! j r 
Gy &, 7, 28 II (n-}a)II(n-+«') 


eine allenthalben einändrige und für endliche z endliche Funetion, die im 
Unendlichen periodisch ist, und deshalb bei jeder Art der Annäherung von 


n an Unendlich wie »=“=?7°°=7=7 unendlich gross wird. Sind nun weiter 
/ Py 2 j 
>» ©, = w( Ph; FIR ). Yr, — w( Gy Pa dan n). 
| A A AR ne DE TU 


drei eontigue Funetionen, in denen die Parameter sich um ganze Zahlen 
unterscheiden, so fliesst aus der eben bewiesenen Beziehung mittels der 
identischen Gleiehung 


a w a u Mr ) 
! 
al, N Te KL ZE Ct vyadsx dt, ı md ıÜüc ı& CL c rÜ, 
+ IS, I, ZU — 5 U) 7 5, ? Is IS, - IS IS, 0 


der wiehtige Satz, dass zwischen ihren entsprechenden Zweigen eine lineare 
homogene Gleichung mit ganzen Coeifieienten in » statt hat, und also 
(77.) Es lassen sich sämmtliche W-Functionen, deren entsprechende Parameter 
sich um ganze Zahlen unterscheiden, durch zwei beliebige unter ihnen linear 
mit rationalen Funclionen von n als Coefficienten ausdrücken. 

In diesem Satze kann noch unbeschadet seiner Giltiekeit die Ver- 
änderliche z selbst mit unter die Parameter ‚aufgenommen werden, weil 
mittels der Gleichung (14.) des Artikels 1. jede W-Funetion mit der Ver- 
änderlichen 2 + «u durch eine andre ausgedrückt werden kann, mit der Ver- 
änderlichen », und den Parametern e+u, au, P—u, Pu. 


Setzt man nun 


7ı e\ 2 pP t Y in rı e\ { Ir] 7 ) I 
\ u A ru eu D : 1) N 
/ sin(@e+P+y)n sint@e+-A+»Nnz 
_ > l i i 1 \ { / ) 
\ (9.) \ R 
nele’tpry)in nel trry)a 
le, — Keane’ LALy ur / 
\ a, \ , ı ' m as \ ’ 
sin (a ıP 7 Jr sın(@ 7 Y EL; 


welche Annahme mit der Gleichung (76.) verträglich ist, so bleiben diese 
Coeffieienten für alle contiguen Funetionen dieselben, und wir haben 


' } + + 
er Ar Vo —. ' Ay 
o,w":w’=(0,y), a,w:w” =(a,y) 
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und also 


79.) we. (a, 7) er _ IK — a— PB) IK —a— PB) IK —a'— B— Ya — ein 


Kae -BK-a- Bayer 


ww“ vög + + a. 
(a,7) 7° 


wodurch die Verhältnisse @°:0° :w’:w’ völlig bestimmt sind. Setzt man 
hierin noch &+m für o, @—m für «', wenn m eine ganze positive Zahl ist. 
und geht mit m zur Grenze & über, so erhält man beiläufig, wenn durch 
diese Substitution »“ in w%, w“ in w/, übergeht: 


lim @. _ sine +P’+r)asin(e +B’+y')me" 


19.) 
er m=n we sin(@+PB)rsin(a@'-+P')ner'" 


Artikel 11. Einige Gleichungen zwischen contiguen Functionen. 

In diesem Artikel sollen nun einige Relationen zwischen contiguen 
Funetionen wirklich aufgestellt werden. 

Zur Abkürzung bezeichnen wir mit U, V, X, Y bez. die Functionen 
Re” ß; Pa),we Bl, n), (HT BY n), Bl, “ rn), 
Ne, / a«—1,ß, y', «—1,P',r',; 2 2. y; 

U« U« UF v° X“ Y« a. YY 

FD Fr 
seien die positiven Zweige dieser Funetionen mit den Constanten versehen, 
wie sie in den Formeln der Artikel 4., 5., 6. enthalten sind. Die Verhält- 
nisse der Constanten u“, u”,wu”,u”, ... und ebenso der 0°,0°, ... ©°,0”, ... 
y°,y“, ... 9° seien so bestimmt, wie die w“,w”, ... des vorigen Artikels, 
d. h. so, dass die Gleichungen (78.) und (79.) statt haben. Sodann bemerken 
wir, dass in den Gleichungen 
‚z = (UV — V* U") In — 9) H(n— A): 1I(n+ a) TI(n-+«—]1), 
2, = (A Y" — Y'X“) II(n- P) In-ß) :I/I(n+e+1)/I(n+e'—2), 
i = (Ur X“ — Ve X°) IT (n— B) II(n — PN): IT(n-+ 0) IT(n+«'—1), 
u —= (U Y® — Y“ U“) In — P) In — PP): II(n + 0) II (n+«'—2), 
v = (V" X" — V" X“) /I(n— P) II(n — P): Hin + oe) II(n+«'—1), 
(V-Y@ — Y'V“) II(n— P) In — PP): TI \n+ 0) II(n-+ «'—2), 


| 


0 
nach den Prineipien des vorigen Artikels x, z, 4, v, og eonstante Grössen 
sind, u aber eine lineare Funetion von » ist. Man kann diese Grössen 
dureh Einsetzen specieller Werthe von » in mehr oder weniger complieirter 
Weise berechnen. Man bestimmt sie jedoch, oder wenigstens ihre Ver- 
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hältnisse, die wir allein brauchen, vielleicht einfacher in andrer Weise, indem 


man sofort zwei helationen zwischen contiguen Funetionen hinschreibt. 
Setzen wir in die Identitäten 


uU, VXxX ir 
U, 7, x |=0, |, x, 7 |=0, 
ee: r..,vy 


die aus den Gleichungen (80.) für die Unterdeterminanten sich ergebenden 
Werthe ein, so erhalten wir die beiden Gleichungen 
vU-AV+2X = (, 
Vz, 'n+e+1)-oX+Yrv(n+«@—1l) = 0. 


Behandeln wir zunächst die erste. Wir setzen den zu «@ gehörenden posi- 


tiven Zweig in dieselbe ein, nehmen = —e-+1 und erhalten so 
’ 
14 Y Y \ @ 7 f a 
m v(1- —- ) Hit). 
ie -ß I —/ J 


Setzen wir sodann den zu y gehörenden positiven Zweig ein, so finden wir 
A Wv+rz =, 
oder bei unserer Annahme über die Constanten 


ee 
u . Mn — u ’ \ Ü, F ) > . ( 10 n [ / ) _- 2} * Mr | oe! A -Y on a — g' y , 


1a -8ß Amp’ 


An lo PER, \ 
uyv+-x"x Ä U, 04 eher edle. 
«A, - ’ ” 14 \/ 4 
| u — Y | — ' -#’ u ( | ce’ 3 Y)( | & 9 


Hieraus fliesst die Proportion 


@ @: a 1—ı'- -B 1— a - 8 Y a —ıa 1 
uUVvvVKEeI=—- — RT IL ra —:1, 
a+ß+y a+ß'-+7 a+B'-+y a-+-ß+y 
und somit endlich die Gleichung 
81 \ X U 1—«'— PB | — a'— ' V Y e—a—i 
Öls,, r« = u: at Iy' PR y ( y' j p& aA! aA y' 
“ I N l ı \ I (u; ı/ id I 4 


in der x“, «“, e“ noch willkürlich sind, und in welche jeder positive und 
negative Zweig der Funetionen U, V, X eingesetzt werden kann. 

Noch leichter bestimmen sich die Uonstanten in der zweiten der 
oben aufgestellten Gleichungen, indem man einmal den positiven Zweig « 
und darin für » den Werth —e«'-+1 einsetzt, ein andermal den positiven 
Zweig y' substituirt, und a= x annimmt. Auf diese Weise ergiebt sich die 
Gleichung 

V n+te-+1 X Y n+a—1I 2-0—-5-y 2-«—-P'—y 


— (), 
ve. a-a«'+?2 x" y* a—a'+?2 2 — a'— 2— a! — #' 
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Aus (81.) und (82.) erhält man durch Elimination noch die beiden folgenden 
Gleichungen 


er rn Free 

gu er? rt wart art 
2 Yn+a—1 2—a'— — 3-#-P- y' Be 

yra—a' +2 2-8 2 —a' — P' ! 

U n+ae+1 1—a'—/ Bi—ad'— Bra B a—a—l n+e+i 
\ur aa}? at tr atAty ae laretr art rat 
I SE 5 Re 
y” a--a' +2 2—-a'— BP 2— a — P1-a—B—y I-a—P'—y 


(84. 
= 0. 


Stellen wir noch die Gleichungen (81.) und (82.) mittels der Formeln (30.) 
in F-Reihen auf, so erhalten wir 


0, + Pl, +P'—1 ) 0, «+ ei a'+-ß' 1— a — 1—.a' — #' 
is y, —@& '_n+1/ RK ei '—B— a Y 
‚„ «@+pß—1, ar «ai #7 
FR, Y; — a —n-1 ), ers - Br 1-e-#— v, . 
oder 
0, — _ 0, a', a” a’ 1—.a” 
81.) FC, b’, Fr, br, br en a—b 1—-a"—b 
\C . 
a--1,a"—I\ b(a Ha" +b+b—2) 
Ir? b-+ 1. b', br) 1—a'—b)(i1—a"—b) = U, 
und 
0, a —l, a" —1ı\ a ta" +b+b'+b"—2 0,a', a” 
82 \ Pine b', b"—1 a—+.a" +b+b'—1 — \ b, b', b" ) 
Be) \ 
| fh 8 —2, a’ — (b"' rt -D)R2—-a"—b) 
DE Re b’, b"+ lan — bb)? — en ni 


Man kann aus den Gleichungen (81.) bis (84.) noch eine grössere Anzahl 
von Formeln zwischen eontiguen F-Reihen ableiten, die ein verschiedenes 
Aussehen haben, indem man erstens für die F-Reihen ihre verschiedenen 
Formen einsetzt, die unter einander gleich sind, und indem man zweitens 
die verschiedenen Zweige der Funetionen U, V, X, Y einsetzt. Ihre Auf- 
stellung kann unterbleiben, weil sie eben alle in den angezogenen Formeln 
enthalten sind. 
Wir behandeln nun noch in gleicher Weise die Funetionen 


— IR P, +1, a Bl” B+ 2 Mi ), — MR a, B-+H1,y+1, 
io u Rz #—1, Y; n). . \ar, P'—1,y r T=2 a’, —?2, .", n.), 
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dann finden wir wieder, dass in den Ausdrücken 
oe = (U"R®”— U" R*) II(n— P) II (n— +1): IT(n-+ a) II(n-+ e'\, 
0, = (S°T"— 8“ T’) II (n— P—1) IT(n—- P'+2):II(n-+ eo) IT(n-+ «'), 
. = (R°S"— R“ S°) IT(n— P) IT(n— P'+1): IT(n-+ «) II(n-+ «"\, 

u = (US — U® 8°) II(n— P) IT(n— P'+1): IT (n-+ «) IT (n--«'). 
v= (RT — R°T°) II(n— P) II(n— P'+2):II(n+e)II(n-+ «') 


I 


0,0, 4, u,v Uonstante sind, und dass wir daher die Gleichungen ansetzen 
können 
Ul,—Ru+So = (0, 
Ro,(n—-P)—-Sv+Ti(n— +2) = (0. 
Der Zweig « liefert für a„=—e«' sogleich die Beziehungen 
wh—r u+so=(, ro (P+a)+sr +12 - A) = 0, 
Setzt man die positiven Zweige, die zu y,y' gehören, ein und lässt » über 
alle Grenzen wachsen, so erhält man weiter 


zmtsenci een“ 25 BER Er ARE ouaneda Ad. 
«+ a+p-+y' ’ — «+# 2— a — #—y' 


und hieraus erhalten wir die Gleichungen 


uri.-+s"o 


Ss UA-e-#® aß R yo BA 





(85.) — , £ + £ : 
\ J sg“ u“@ ET ZU P'- y a ß I r& «e' ß a@a-+-ß+ y' 
(86 T n— 2 r KR n—ß a’ + A-+7' ıL Ss 2 1 ß ß' 
N ie 2-a-# vr dp 2-a My ' se 2a — My 
Durch Einsetzen des zu @ gehörenden Zweiges fliesst daraus 
RE," : 
\ F(, 1, .„ ) (1a) (a’+b) 
/ Fa \ / 3 3 
(85“.) 
. 0, a,a"'—1 ve ’d, a -1.a"—i h 
F( ei; )b(a -a—l)+ Fi, „. a +b-1)=0, 
FA, er JR RE ee ee 
und 
| F( 0, «+1, a" —2 \ 2—- a" — bh" 
b+1, bi, br 2—a" 
(86°) | Od, a,a"—I\ a +b" 1b’ 0O,@+1.a—iI\ a —a" +2 
E_ F j j ) rd a-rD F( ‚a a a dad 7% 
\b-1, b', b" a’ a" +-b—2 ur, b' / 2— a" —b' 


Es mag bemerkt werden, dass die Gleichung (85°) auch dann noch bestehen 
bleibt, wenn man dem Oten, jien, Zten, ,,, mten, .„.. Terme bez. die Faectoren 
2, 2,2, ... 2”, ... hinzufüg. Will man die #, #", A, r’,... s, 

als willkürliche Constanten statt der w°, «“, ... s“, ... ansehen, so geht 
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P) 


die Gleichung (85.) in die folgende über 


ER 1 a a 
pP u? (a+ß+ Kerr) rat, a+A4+y' 

In meiner Abhandlung über höhere hvpergeometrische Reihen in den 
Leipziger Annalen Bd. II Seite 427 u. s. f. habe ich einige Relationen 
zwischen drei eontiguen Funetionen jener Reihen aufgestellt, die natürlich 
auch für = 1 gelten. Man kann die aus ihnen entspringenden Gleichungen 
nach den hier aufgestellten Sätzen leicht herleiten, wir begnügen uns jedoch 
einige hier einfach hinzuschreiben. Nämlich 


- a,a, a (0,01, a, a, a, a" + 
(Ol. F 2 br. HR , | )(a—a’)-HF, (9 ; a” —a\—(), 
), 


b, di bb, dr 
| ra, dd, # a, a, 
(59.) Ale = r —b) +fF j ) +) +F,(® ( b"\ —(), 
bu br, ie J/P A I HR\ , y, ri 0 ee 
y.0" a, a REN 
m En; £ 4 $) ’ E “‘ / a 
ee % ka) ie hr 6 (a+b)\(b—b")-+F Bubrit, pm) Ne »)(b’—b) 
(9J. 
au, © Ba s 
| FE ’ B) (m. ’ ( an um 
| 4 FA), Due a+b )\(b—b 0, 
a, «, (4, A a--b a a — % a" —i 
DW ACER ea Wi ) 
(30) F b,b', 2n)- F.\ b, b’, b" 1) — ei a -—- 4 if: b-+1, b'’+ br 7/2 
a wenn man 
u: oe 97 Pi > 
bez. dureh 
0, +, a +P', y,y, -u—n 
ersetzt, 
(87°) Weiß) = Wwe( FIR ar) —Wel* na) +2), 
. r\ Eur d, " „> Y } e 


Qu ? ! ’ \ e—1, 9, ß, Y> ’ 
(88°) Wiiy'+a'+n)— W“ per > By \ n)— wi(, Bu} 2 R he 


oder wenn man b mit 5b” vertauscht. 


} N : r —1,ß, Y, ' r, —41. 
8) Welt )yHWel er = 0, 


' a „‚ ‚ 
a, P,y-H, a, P, y 


a—1,p Y +1 ’ ' a@a-—1.ß Y 
w°( Rx, | ) n y(a + Ar + Nn\— w«( Bu, “ n); (ot L . 
( 89. | a, ß, yv;, ’ ‘ a', ß, y' +1, di 7 ) 


-W:(; P; er n—1)(e'+ +n)(y—y)) = 0, 


»/> 


(907) ww (a n- H1) = 


——, Hl, 
Bar are es —#' w( var 4%) 


et EEE TE NER 9, 
ST TR, Fe x 


Sur Zar 
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In diese Formeln kann man auch die Fortsetzungen des Zweiges W“ ein- 


Pro da 
setzen, also z. B. (e, Bw? oder (@, P)W ete. Auch kann man noch durch 
Elimination einige neue aus ihnen herleiten. Es mögen jedoch die 
hier gegebenen genügen. Ein ausgiebiges einfaches Mittel, Gleichungen 
zwischen eontiguen Funetionen herzustellen, werden wir noch im Artikel 13. 
kennen lernen. 


Artikel 12. Kettenbrüche. 

Wir haben im Artikel 10. gefunden, dass sich alle eontiguen Funetionen 
dureh zwei unter ihnen ausdrücken lassen mit in » rationalen Coefficienten. 
Die Auffindung dieser rationalen Üoefficienten, wenn die Differenzen der 
Parameter unbestimmte ganze Zahlen sind, ist nicht einfach. und man wird 
sich meist begnügen müssen, ihr Bildungsgesetz aufzusuchen. Wir wollen 
in einem speciellen Falle zeigen, wie sie sich als Näherungszähler und 
Näherungsnenner eines Kettenbruches darstellen lassen, womit in der That 
ihr Bildungsgesetz bestimmt ist. Wir wollen nämlich die Funetionen 


| 1 
U io 2. Ott ß; I; =) v 4 Taf arm, ß, y+1, u‘ 
(m) 22 vr ER m, 8, y, J e) (m) nn \g'- .m— 1 ß, y, ) Ri 


durch Ua, Vu, ausdrücken. Hierzu bedürfen wir der Gleichungen (81.) 
und (82.) des vorigen Artikels in etwas allgemeinerer Gestalt, nämlich der 
Gleichungen 


v3 n+a'—m a-+-Pp+y+m a+ß+y-+m 


a ı «€ N r r — 
ve, a-a'+2m 1—a@—B+m 1—a'— P'-m 


(91.) ’ | 

| Un Fe} nam 0 

dr - oe , a —a+m 

Un a+ß+y-+m a+ß-+y-+m 

99, \ I a'—$+m 1—a'— m 
(« 2.) 

7 a ' ‘ | 7 
I Fam »(a—«'+2m-+-1) Um 0 


ce A-a— P+tmi—a— 4m) u“ 
Nun setzen wir 
Zu Vo Vensn Venrn Ui) in — P) In — P): II(n-+ o) IT(n+e'—m-—1), 
N. = Vo Yin Velen) In — PP) IT(n— P'):IT(n+o) In+«—m—1), 
Zn = U Na Ve ly) In — PN II(n— PP): ITin-+a) IT(n+e'—m—1), 
Na = Va - Vs Vi) II(n— P) In — P'):II(n-+ a) II(n+«—m—1 
und bemerken beiläufig, dass nach den Prineipien des Artikels 10. Z, 
9* 


N m 9 


’ 
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Z,,_ı vom mten Grade, N,,_, vom (m—1)!e® Grade in » sind. Ferner sind 


(U, Vi, — Un, Pi,) I (n— P) II(n— P):IT(n-+ a) II(n-+«!) 
UN I Va) An — P) (an — PP): TI(n+a+m) In +«—m—1) = x,, 
Constante. Setzen wir diese Ausdrücke in die Identitäten 
Uns Ua Vo) Von Un Vo 
nr Ilm Von, = Von Un Vin = 0 
Urn U Vo m Um, Vin 
ein, so erhalten wir daraus die Beziehungen 


II(n+a@’—m-—1) U 
- II(n-+ «' 7) 


j j II(n+«@'—m-—1) n 
A a 7 
(94) 2m = — Naucı II(n+«@'—1) Inr2 


Il(n--«@'--m-— 1) y 
Il(n-+«'—1) (0) 

II(n-+ Ai 

In +a@'—1) 0 


\ Y3. ) z U... +1) — 2 N (0) + Zom 


Als specielle Fälle fliessen hieraus die Gleichungen 


PA Un) —  — N, Un > Z: Van 
2 V IER, N, U UL Z, Ve 
"FE n+ae—1I n+a—1’ 
aus welchen folgt 
; a 1—a' — 1— a'— ' u 
99.) zu:Nw:40 = 1:— ni Re. Ede 


a+ß'+7' a+pß+r' "(a+P’+y')a+ß+7') ' 
z07:N, u: Z,06 
\ ie TE FT Ei 


(96.) 17 (aa +2 Ba — A) at R+r a+ß+y 
‚n+e+ u y(@ —a-+1) 
"a—a+2 ' (a+P'-+y')(a+3—y') 
Die Grössen Z,,; Na,» Zins Na, ı Können auch in einfacher Weise dazu 


dienen, umgekehrt U), Van durch U,.;.,, Vm, auszudrücken, welche 
(Gleichungen wir aber unterdrücken. Aus den Gleichungen (93.) und (94.) 
stellen wir jedoch mit Hilfe der Gleichungen (91.) und (92.) Beziehungen 
her, die linear und homogen in U, Vu) sind, und folglich identisch ver- 
schwinden müssen. Wird zur augenblicklichen Abkürzung 





I—a@’—9—y+m 1- ytm _ e+ß+ytm a+ß+tytm _ 
1 —a'— A-m 1—a' er r m  IJj_a Day 1—a@'— Bm Im 
a+P-+y+m a+ß+y+m _ y(@ +2m-H1) 


eu a — 3m 1—a'- A | Im (i- m B- - en BE wer B'- -+-m) — h,. 








we br a een ee 
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N a RT 
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Die 


das: 


Ist. 


Set 


SO 














ED A ee rk aka 


U A er NET Ir 


ET ALTEN RT Dee 








vesetzt, so sind diese Beziehungen 


Vem n--a' —m . + Um) as Vom —1) 
ne a—a'+2m fi « @ 
Un gs j Um Öm-—1 
Ve IIl(n +a@'— m) Zam—1 m Z ’m—? 


Il(n-+«'—-1) 


Uuy/I(n+@'—m) / 
I(n-+«@'—1) 


vn (@— @'-+-2m) u, 


N Im —I Fan ! N 2m—?2 


(£ 


Ey 
vn (@— «'--2m) Um 


U m+1) V em) ] Um) 
a Im + & Om .: 20 


Un 1 U m Ha 
Vo II(n-+a’—m—1) ( Zunßn ; Zinn 
II(n-+ «—1) 


Un +1 On 
U yII(n+«@'—m-—-I1) 
In +«'—1) 


124 
Im+1 Ürn 
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Nam (nt a 


(n9e | Noam—ı Am Nn-; 
BR 4- Fr 
? 





n--a--m 

a@— a'--2m 
Zum 3(n+a-+m) 
Om _ı(@— @'’-+2m) 


\ 


m) ) Re \ 


"m (a — a@'+2m) 


(n+ @« —m) Zam—2 \ 
Un ü 


'—m . 
2 N,, ‚)  : 


[2 7 


Die Coeffieienten von Ugy, Vu, in diesen Gleichungen müssen Null sein. 


Die daraus entspringenden Relationen wollen wir noch dadurch vereinfachen. 


also 


ist. 


dass wir die willkürliehen Constanten «/, vo, so bestimmen, dass 
ve (a — a’ 2m ue Au 
(9%7.) - AN ! —1, = = —1, 
& . 
Umfı On Om 
[74 r “tr 
(98 Un+1 „a Ft a Im v’ l 
U, Gm a—a+2m’ v_ıfm a— a" +-2ın 
Dann erhalten wir die Gleichungen 
" | n--a+m Im-—ı 
Zemi Zen ‚+ Zun- 3 ’ı9 ’ 
a—a'+2m hn-ı 
i Rn > n-a+m Im-—ı 
N,,, l ui N; -2 + Nam-3 Er ’ 
99 a— a +2m hu-ı 
(99.) 
} ! P 
n n na —m fm 
Zom a Zom-ı H Zen | ' ‘ , 
a@a—0e'+2m h,. 
i na —m fin 
N m a N,,, —1 + N >) m- ' } . 
— ga—a+Rm hu 


Setzt man endlich noch 


(100.) (1-a@'— PP) 1— @'— 


mi = 


so folgt aus den Gleichungen (95.) und (96.) 





n=j, =(1+ 


.: a+P'-+y' 
Nu N; 


a— a1 





:y(@a—a-+]l), 


a+P-+y' 


a—a’ +72 


):1, 
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und 
und somit weiter, dass unsere Grössen Z,. N; Z. Ni: . Te Te En 
suceessiven Näherungszähler und Nenner des re sind: | 
; Ss0 
ö m r n+a+1 a-+ß'-+ y Ü- Hp y E 
(101). Kin) = 1+ —— a Ben 
\ ) 4 y a +2 a + > E spec 
— i 
14 n+a@'—1 «a +P- +Y +1 a+P+y+1 | 
Y a— +2 a—a'+3 
14 n-+a+2 =+ß+ | Y+ a+P- +y'+1 
y a a' +3 a—a'+4 une 
re '—2 a+ß'+y+ +2 “+ß+r+2 Am 
Y a—a'+4  a—a'+5 
n+ a+3 a+f+y+2 a+ß+y+. 
14 ar iM 
Y a— a +9 a—a-b 
1-+ete. i 
. Yıe u . . i R £ 2 (103. 
Die En dieses Kettenbruches sind in den Formen enthalten ker. 
r @ a a a 5 Ta a @ Ta g 
Zam- Bin ; (0) Von) — Un } (m) Zam u ! ) Ur +) — Un) U (m+1) | : 
N?n—ı Ve (0) Vem) 4 Ve vr m) Nam 17 r. 2 Zus Vo Ur (m-+1) i 
Nun untersuchen wir die Verhältnisse U7,,:U?,, und V#,:V“,, wenn m über | Set 
es. » A R i ) = 
alle Grenzen wächst. Aus der fünften oder sechsten der unter (30.) ver- | 09 
zeichneten Formen erkennt man sogleich, dass 1 da 
fe II(m— a'— #') II(@m-+n--« 
lim —”- = lim \ A’) IICm+ ) ER 
uf II(m— «' — #'—y) II(m-+n-+a +7) y) 
ist. Ferner ist mit Rücksicht auf den unter (78°) für limu%:u% gegebenen 
Werth 
lim Von) oa lım Um) Um u. ” 'sin(e- H-A)rsin (@+ A) U Gen) ; 
u. Ki ‚ce e "sin (a+-ß'-+-y)rsin \ +P+y)n m ul 
g 
ee" sin(a+P)asin(@ ++ y')nsin(@’+y'-+n)rr limF E a+ß'--m, m— a'—y'—ı\ # 
ee sin(a+P'-+y)asin(a+P'+y)asin(n +@')or 2. Fr . y — m, Y, n—#+1 / 
Ist nun weiter R(2r +1—a— «27 —273'\>0, so folgt hieraus mittels der | 
Gleichung (73°) der Grenzwerth | 
lim gev 
Um rec 
4 ’ ) 7 r IN f \ pu’i 
(m sin(« -- «)nsin(n — A)resin(n— F)rIkKB ne I)IKA —-n—1)e“: nt BB bes 
sin(@+-8'’-+-y)asin(® + B'+y')resin(n + e)allKy—N)IKy' — 1) eeir I mit 
und also | Ihe 
- It , Ta’ - 
| lim U% 0° | der 
e"sin(@+P'+y)asin(e + +4 y')msin(a-+ a) IlKy—1) Ip’ —1)(- 1)" mern: dur 


(102.) 








reine — a) asin(n—P)esin(n— A) II(d—n— 1) II®’ —n—1) 
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und es besteht demnach die Gleichung 
Bin) = U";F", 


so lange als R/P-+P'—y—r—2n) <0 ist, ausgenommen etwa für solche 


speeielle (‘ombinationen der Parameter, für welche 
sin(@+P'’+y)zsin(@a+P'+y)rsin(n+e')aIIy—1)IICy—1) 
sin(@'’— a) zsin(n— Ansin(n— pP) II d—n—1) IP —n—1) 


7 
. 


unendlich gross wird. In Folge der unter /100.) über #°:»“ gemachten 
Annahme können wir noch schreiben 


| . 1 — [44 ; . I) | 2. a’ 9 ! hr ) E u 
K n — ’ “x 2 rt 
Y a— a1 u Yen 

(0) '_ —y'—n\ 0 ' _— —y' \ 
103) (— F( .. a'--0, a—y'—n . F( « — a—1, —a— y'—n\ 
\ / Es u cd } } j ”] En as 

a+A'+y,a+ß-+y,n+a-+-1 a+ß'+y,a+ß-+y, n+a-H 
. 1— a —ß F v, a'-+9, e—& ). F( v a' # a' or 
Y ++, a+ß'+y, — am" \a+ß'+y+h,a+A'+y, —a'—n- 


Setzen wir in dem letzten Ausdrucke zo für n: —-w. Yo für v.Y; 


/ / / 
+0, P+w für ?, P', und lassen » über alle Grenzen wachsen, so fliesst 


/ 


daraus in Gauss Bezeichnune das bekannte Resuitat 


(y 
18 


F(@a+ß-+y, @a+ß'-+y',a—a'-H1, x) 


N} ) 


Fla+A+y-1,a+ß'-+y',a—a'+?2,r) 
FM] I 

) @a+ßP'-+y @a+Pp-+y' 

= —[T 

a— a1 a —a'’-+-2 


a+ß'+y+1l a+ß+yHl 


| 
kt a—a' +2 a—a' +3 
ı a+ßP'+y+1 a+ß+y-Hi 
ET ER a— a -+4 
1 — etc. 


Artikel 13. Bestimmte Integrale. 

Die Resultate, die hier erzielt sind, wurden mit Hilfe von Sätzen 
gewonnen, welche der "Theorie der endlichen Summen und Differenzen- 
rechnung angehören. Die Darstellung der Zweige der Funetion W durch 
bestimmte Integrale wurde vermieden, damit man erkenne, dass der Caleul 
mit endlichen Differenzen Mittel genug biete, die Eigenschaften einer dureh 


ihn definirten Function zu eruiren. Allerdings aber würden sich manche 


derselben mit grosser Leichtigkeit ergeben haben, wenn man die Darstellung 


durch bestimmte Integrale zu Hilfe genommen hätte. 
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Man hat nämlich mit Anwendung der Gaussschen Bezeichnung die 


(104.) | 


Gleichungen 
a, a’, a” 
F.( b, b’, b'' ) 
ee Ul(a- a’) II(a- a’) Sasf ao er $ tb 0 b Fe 
 IICa+b'-1) IICa+b" A) I1(-a'- b') II(-a"-b") J / A-s). +” 4-0)” +7" 1-80). 
ranE \ a,a,a"\ II(a—.a”) '& ann a. a+b',a—a’+1,s)ds 
\ 105.) F, b, b’, h' ) ag Il(a+b"—A)II(—a' —") — a—b’ Ad— - 8)" ’+hrr ’ 


worin die Parameter a’ und a” und ebenso 5, b', b" mit einander vertauscht 
werden können. Setzt man in (105.) für F(a+b, a+b',a—a'--1,s) den ihm 
gleichen Ausdruck 


(1—-s) = Fi1-ad—b, 1-ad—b,a—a+l,s), 


so ergiebt sich sofort die unter (12.) in anderer Weise gefundene Gleichung 
a,a', a” 
b. br, h ) 
_ IKa- a) Hd—a—a'—a"—b-b—0") 5, F(® a, a+a+ We, 
II—a" —b") IA —a'— a" —b—b’) b’,1— a —b—-a, 1—a’ b'’—a 

Was die Convergenz dieser Integrale betrifft, so ist sie allerdings, 
wenn die Integrationswege wie gewöhnlich genommen werden, an bestimmte 
Grössenverhältnisse der Parameter «a, b, ... b’ geknüpft. Man kann jedoch die 
Integrationswege so wählen, wie ich schon früher gezeigt habe, dass die 
Integrale bis auf singuläre Ausnahmen immer einen Sinn haben. 

Diese Darstellung der W-Funetion kann besonders vortheilhaft dazu 
verwendet werden, Relationen zwischen contiguen Funetionen herzustellen, 
namentlich dann, wenn die Relationen zwischen eontiguen Gaussschen Reihen 
bekannt sind. So z. B. liefert die evidente Gleichung 


#F ds do st" oe Il — so) 
II SHrAd-o As) 
( 
-/S strrigett" A dsdo Es: str get’ dsdo 
Aa- ri trdsogtt I) I Ara td soytrH 
0) 0 

dureh Umsetzung in F-heihen die schon unter (89.) verzeichnete Gleichung. 

Wenden wir die zweite der von Gauss (Gauss® Werke Bd. III 8. 130) 


in seiner Abhandlung über die hypergeometrische Reihe gegebenen Glei- 
chungen zwischen contiguen Funetionen an, so haben wir: 
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b’—-bF( a-+b, a 


Diese Gleichung liefert durch Umsetzung 


Nehmen wir die siebente der Gaassschen Gleichungen, so erhalten wir 


b—b\(1-s’Fa+b 
° 
/ (+(@+b-1)Fia+b-—1l, a- 
“) ! \ Y ı 
+(@+b—-1)Fa+b, a--b 


woraus sich durch Umsetzung in F-keihen 


4 / 4 I I „ 
(b—-b) Hb )F 4 5 e a—qa, 
Y, a” +H1\ 
, \ ; 
ei b, ” 1. u, " 


Man sieht, dass man so aus _ der Gaussschen Gleichungen eine Be- 


ziehung zwischen eontiguen F-lteihen oder 


Freiburg i. B., April 1878. 
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u + 
- / m -b)Fla+b+l, a- 


a+b)F( a+b, a+b+1l,a-a-+l,s 


n ' 
„a+b,a 


b' Ei) = 


' 


b,a-a+l,s);ds (). 
1, 


ergiebt 


ee Te 8 
a+b—1l\F( | 



















b, a-a+l,s 


b, a-a-+l,s 
F-lkeihen die Gleichung (87. '. 
! 
u 1, 6) 


41,0) 


a—a-+ 


x\b—1,b, ) 


W-Funetionen herleiten kann. 
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On the double 3-functions. mr 
(By Professor A. Cayley at Cambridge.) Ä 
| 
| 
| have sought to obtain, in forms which may be useful in regard to 7, 
the theory of the double 9-funetions, the integral of the elliptie differential Ya 
eijuation j 
{ 
d.ır ' dy ne 
ya—2.b—r.c—ı.d—ır Yya—y.b—y.c—y.d—y 
the present paper has immediate reference only to this differential equation; | 
but, on account of the design of the investigation, I have entitled it | je 
as above. | Va 
We ınay for the general integral of the above equation take a par- 
tieular integral of the equation 
| 
dx ı dy Mi dz , | 
Ya-xr.b—-ı.c—r.d—r ya—y.b—y.c—y.d—y Ya—2.b—2.0—2.d—z | Th 
viz. this partieular integral, regarding therein z as an arbitrary constant, i en 
will be the general integral of the first mentioned equation. And we may | 
further assume that z is the value of y corresponding to the value a of «. fıın 
| write for shortness Sev 
a—z, b-z, c-—ı, d-xz=a,b, e,d, 
a—y, b—-y, c—y, d-y=a,b,, 6, dı: | 
and I write also (zy, be, ad), or more shortly (be, ad) to denote the de- RN 
terminant ex] 
l, +y, zy 
1 b+ C, be; wh 
l a+d, ad 
we have of course (ad, be) = — (be, ad), and there are thus the three distinet an 


dleterminants (ad, be), (bd, ac) and (cd, ab). 
We have then for each of the funetions 


b—z /c—2 He 
Vz z ’ } wg ; i 


KH 





ET 


EN Te een 





4 
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a set of four equivalent expressions, the whole system being 





er = _ Ya-b. a—e Yadb,e,+Ya,d,bei  yYa-—b.a—ec(x—y) 
d d— (be, ad) vr adb,e — ya,d,be 
Ya—b.a—e,yabe,d,-+ ya,b, ed. Ya—b.a—e|yacb.d, 4 yacbd 
(a-—-ec)ybdb.d, —(b—d)yaca,e, (a—b)yede,d,— (c—d)yaba,b 
Ja—b,| ® \ Eee a—b|/,- — | 
er | ga c)ybab.d, +(b—- dyyaca,e,| | | er ıyabe,d —yab.cd 
d—2 (be, ad) yadb.e,—ya.dbe 
/a—b, 
vo (ed, ab) | - ;I(a- d)ybeb,e, +(b—e)yada d, 
a— ( 
nr (a—c)y Sy arwe- aca,c, u (a—b)yede,d, —(c—d)yaba,b, 
zer | — zla—byYede,d, -(c—d)yaba,b, | - yacb,d, —yac bd 
d—z (be, ad) A yadb,e, — ya,d,be 
} — (a—d)} ES“ (b- c)yada,d)| | —, (bd, ac) 
” (a—c)Yybdb.d, — (b—-d)yaca,e (a—b)yede,d,— (c—d)yaba,b, 
The expressions in the like fourfold form for the funetions sn(a-+® 


en(a+®), dn(a-+e) are given p. 63 of my Treatise on Elliptie Funetions. 


It ıs easy to verifv first that the four EXPTESSIONS for the 
funetion of z are identical, and next that the expressions for the 
several funetions 


[A| 
- 


/a—2 ek 


d—z’ d— 


- 


Va z 


ce 


sale 


three 


are eonsistent with each other. For instance comparing the first and second 


oO 


a— 2 . .n 
expressions of y the equation to be verified 


adb,e,—ad,be = (z—y)(be, ad 


which is at once shown to be true. Again eomparing the first and second 


- 


: - ‚b—2z 
expressions for Va: We ought to have 
d—z' 
\a-e)Ybdb,d,+b—-d)Yaca, ce; Yadb,e, -Va,d,be 
(be, ad)Vabe,d,—Va,b,ed!: 


Here the product on the lefthand side is 


— (a—c)|b, dYabe,d, — bd,Ya,b,ed +(b—-d)ji—a,eYabe,d, +ac,la,b, 


10 * 


ed. 
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viz. this is 


Yabe,d,/a—e)b,d—(b—-da,c!-Va,b, ed/(a—e)bd,—(b—-dac,, 


and in this last expression the two terms in || are at once shown to be 


each = (be, ad); whence the identity in question. 
( \ Fe . . 1 z R: . ec » / 4d—2% 
omparing in like manner the first expressions for V_ and 
( Re 
/b S . 
\ respectively, we have 
d—z r 
‚d4—3 | 
b—-d) be, ad) - = (ab) (ae) b—-d)\adb,e,+a,d,be+2Yabeda,b,e,.d,!, 
‚b—3z 
d—a)'be, ad) — 
( S 


a—b)\(a—e, bdb,d,+{b—-d)aca,c +2/a-ec)(b—d)Yabeda,b,e, d,!, 
whence, adding, the radiecal on the right hand side disappears; the whole 
equation divides by — a—b), and omitting this factor, the relation to be 
verified is 


be,ad)' = (a—e)”bdb,d,+(b—d) aea,c, —ia—e)(b—d)\(adb,e,+a.d,be): 


the richt hand side is here 


MW; 


= \a—c)bd—(b—-d)ac/a—c)bd, —(b—d)aec,!, 

and each of the two factors being = (be, ad), the identity is verified. It 
thus appears that the twelve equations are in faet equivalent to a single 
equation In z, 9, 2. 


Writing in the several formulae 2=a, b, ce, d suecessivelv, they 


beeome 
ri d, = == b, ZB zu C, Ze == d, 
By a, c—a b, b—-a &, a—b.a—c d, 
d—z2 d’ d—b ec’ d—c d'’ d-b.d— a’ 
b—2 b, c—b a, b—a.b—e d, a—b ce, 
d—z d’ d—a ec’ d—-a.d—c b d—c a’ 
c—3 es c-a.—b d b—c a a—c b, 
d—z d,’ d—a.d—b ec’ d—a b’ d—b a’ 


viz. for e=a, the relation is 3=y, but in the other three cases respee- 
| : - ay-- 
tively the relation is a linear one, 3 "7 E 
7y+ 


: 24 i ’ a—3 
rationalising the first equation for Va; ; we have 


- 
DI 


be, ad) (a—z) = (a-b)(a—ec)(d—z)!adb,e,+a,d,be+2Yabeda,b,c,d, 
> J , ) /‚t l 1 ’ 
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and thence 
be, ad’ (a—z) — a-—b) (a—e) (d—z)(adb,e,+ a,d,be)!’ 


—= (a—b)' (a—c)'(d—-z)'.4abeda,b,e,d.. 


ixpanding, and observing that 
(adb,e,+a,d,be) = (adb,e,—a.d,be)’+4abeda,b,e,d, 


— (be, ad) (2z—y)’+4abeda,b,e,d,. 


the whole equation becomes divisible by (|be, ad)‘, and omitting this factor. 
the equation is 


> 


be, ad)’ (a—3)' — 2 a—b\(a—c)'a—z'(d—z) adb,e,+a,d,be'‘ 


> 


+ (a-b) (a—c)(d—z) c—y)‘ 0, 


or as this may also be written 


3 /(be, ad)’ —2 a—b\(a—e)(adb,e, + a.d,be Hr a-b\(a-e) c—y 
— 23 1(be, ad)a— (a—b)\(a—ec) adb,e,+a,d,be)(a+d) - a—b)a-—e)z—y)d\ 
Fr ı(be,ad)a — 2(a—b)(a—c)(adb,e,+a,d,be)ad +Ha—b)(a-e” z-y’dt—0. 
This is really a symmetrical equation in z, y, 3 of the form 
A 
+2B(c+y-+2z 
C(a?+y 2? 
H2D(yz+zc+ry 
+2E(yz+y2 +3 c +30 +0 y+zy’ 
Ht4Frya 


+2G (a ys+ayza+ayz') 


+ Hiy'z +2 @+xy‘) 


i 9 > 


+2lzy 2 +20 ys+ry'z) 
+ Jay - 0: 
the several coeffieients being symmetrical as regards b, e, d, but the a 
entering unsymmetrically: the actual values are 
A= a (be +b’d’+cid’— 2bed \b-+c+d)) + 2a’ bed(be+bd+-cd) — 3a’b’e’d’, 
B = 2a! bed — a (b’e+b’d’+e’d’\+ab’e’d’, 
C= —4a’bed+a’(be+bd+-cd)’— 2a bed (be+bd-+cd) +-b’e’d’, 
D = —a*(be+bd+-cd) + a’ (b’ce+be’+b’d+bd’+c’d+cd’—2bed) 
+ a (bei+b’d’+e’d’—bed b+c+d))— b’e’d, 
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E= a'(be+bd+cd)— a b’c+be’-+b’d+bd’+c’d+cd’)+abed\ b-+c+d), 
F a’ (b+c+d) — a’ (b’+c’+d’+be-+-bd-+cd) +6a’bed 
— alb’e+bd’+cd’+bed(b+c+d)) + bed(be+-bd+cd), 
G = — a'+a (b’+c+d’—be—bd—cd) + a(b’c+ be+b’d+bd’--c’d+cd’—2bed 
— bed(b+c+d), 
H= a—2a’(b+c+d)+ a’ (b+c+d)' — 4abed, 
— a’-alb’+c+d)-+2bed, 
J = — 3a’+2a(b+c+d)+b’+c’+d’—2(be+bd-+cd). 
It may be remarked by way of verification that the equation remains 
unaltered on substituting for x, y, 2, a, b, c, d their reciprocals and multi- 
plying the whole by «bed’x'y'z. 
I further remark that writing «= 0, we have 
A=0, B=0, C=b’ed, D=—b’ed, E=0, F= bed(be+bd+cd), 
G = —bed(b+c+d), H=0, I=2bed, J = b’+c+d’—2(be+bd-+ced): 


and writing also e=1, —d = (b-++c+d), y = be+-bd+cd, — = bed, (whence 


AN 


a—x.b—-z2.c—x.d— a = Pa+ya’+Jdxr’-+er*), we have the formula 
Pa +y’+3°— 2ys—220—2ry) 

— 4y ay3 

— 2P0 zy3 (c+y+2 

— 4: ay2 yst+3cH+aY, 

+ (0-47) 0y 2 = 0, 
given p. 348 of my Elliptie Funetions as a partieular integral of the difte- 
rential equation when the radical is YYc+yx’+dr’+ert. 


Let the equation in (z,y,3) be called „=0; a has been given in 


Ä du ie ın 
the form u=€C3 —2Bz+A, and we thence have } r —&z—-B, which in 
! N, er | 
; ) du (Su: 
virtue of the equation «=0 itself, becomes 4 Ze ‚D’—-AC: we find 


easily 


) 


De 


-AUC = (a-b) (a—c)' \a—d)'\\adb,e,+ a,dıbe)’— (be, ad)’ (c—y)') 
or attending to the relation 

(adb,e,+ad,be,’ = (adb,e,—a,d,be)’+4abeda,b,c,d, 
(be, ad)’ (z--y)'+ tabeda,b,c.d,, 


N Zar NEN er 
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this ıs 
W-AC = 4a-b) (a—c)’(a—d)’ abeda,b,ec.d,. 
or we have 


du | 
i Zu (a—b) (a—c) (a—d\YabedYa,b,e.d.. 


Writing a—2,b—2,c—z2,d—z = a,.b,,c.,d,, we have of course the like formula 


du 

N = (a—b) (a—e) (a—d)Ya,b,e,d, VYa»b,C.d.. 
di. 
du 

N — (a—b) (a—e) (a—d)Yabed Ya,b,c,d 
dy 

and the equation du = 0, then gives 
dx dy | dz N 
yabed yabed ja,b,e,d, 


as it should do. The differential equation might also have been verified 
/Aa nd DD OO 


d—z'’ Va . ® 17 


Writing for shortness X = a—r-b—-x.c—x-d— r, ete., then for the 


direetly from any one of the expressions for | 


differential equation 


dx dy dz 


RE ' ve‘ v 
the general integral by Abel’s theorem is 

IE BUT: 

„uhyf|l_. 


2, 3, 1, yZ 


o', w, 1, yWi 


where ® is the constant of integration: and it is to be shown that the 
value of © which corresponds to the integral given in the present paper 
is o»= a. Observe that writing in the determinant w = a, the determinant 
on putting therein e=a, would vanish whether z were or were not = y, 
but this is on account of an extraneous factor a—w, so that we do not 
thus prove the required theorem that (w being = a) we have y=z when 
=. 

An equivalent form of Abel’s integral is that there exist values A, 
B, C such that 
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Az +Bıi+C = yÄ, 

Ay+By+C = yY, 

Az+Bz+C = yZ, 

Aw +Bw+C = yW, 
or, what is the same thing, that we have identically 

(A®+BO+C?—-6 = (A!—-1).4-2.0- y.0—-3.0- w. 
We have therefore 
C—abed = (A—lxyszw, 
or say 
C"— abed 


2’—1 ] 
which equation, regarding therein A, B, C as determined by the three 
equations 


zyzw = 


Ar’+Br+C = yXÄ, 
. Ay+By+C = yY, 
Aw +Bw+C= yW, 
is a form of Abel’s integral, giving 3 rationally in terms of x, y, w. 
Supposing that when x = a, 3 = y, then the last-mentioned integral 
gives 
ä y’ ev C ne abcd 
h A’—4 ) 
where A, C are now determined by the equations 
Aa’+Ba+C=\, 
Ay+By+C = ıyY. 
Aw+Bw+C= yW, 
and, imagining these values actually substituted, it is to be shown that the 
equation 
O—abed 


ay w —— 
I 44 
is satisfied by the value w = a. 
We have 
A.a—y.a—w.w—y = a—w,Y\Y-— a-y)YW, 
> r F h } ww’ 
B.a—-y.a-w.w—y = (a-w\(a+w,\Y—(a—y)ia+ty)/W, 


C.a-y.a-w.w—y = a—w.aw\Y— (a-yayıW, 
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or writing as before a—y, b—y, c—y, d-y=a,. b,. €, d, and also a—w, 
b-w, c-w, d-w=3a, b;, €, d,, then Y= a,b,e.d,. W= a;b;e;d,, and the 
formulae become 





) . 
A = — - Yazb,e.d, —Va,b;e;d;|, 
(w—y))a,a, 
> 1 } ) \ iu 
BB = - -/—(a+w)Ya,;b,cd,+(a+y)Yab;c;d;', 
(w — y)} A,a, 
Y 1 u = 
Ü = - u a wYa,b,e,d,—ay) a,D;6;d;\. 
(w a y)) a,a, 
If in these formulae « is indefinitely nearly =a, then a, is indefinitely 


small, so that Va,b,e,d, may be negleeted in comparison with Ya,b;e;d;, also 
v—y may be put=a,: the formulae thus beeome 


Yb,e,d, Yb.e,.d, \b,e,d, 


ua B= (a+y) C=—ay 


a,ya, a,ya, a,ya, 

where the values of A, B,C are each of them indefinitely large on account 
of the factor Ya, in the denominator; the value of C is C=ayA, and sub- 
stituting this value in the equation 

. C"— abed 

ayw = 
J 4#—1 

and then considering A as indefinitely large it becomes ay’w= a’'y', that 
is @o=a; so that w=a is a value of w satisfving this equation. 


Cambridge, 3 July 1878. 
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On a theorem relating to covarlants. 


(By Protessor A. Cayley at Cambridge. ) 


ra\ 

| he theorem given by Prof. Sylvester, vol. 85 p. 109, may be stated 
as follows: If for a binary quantie of the order © in the variables, we con- 
sier the whole system of covariants of the degree j in the coef 
fieients, then 
II +7) 


20 k-- ı_ = - = 
r4 II(:)II(j) 


where # denotes the number of asyzygetie covariants of the order # in the \ wh 
variables, the values of 6 being ij, ij—2, 1j—4, ... 1 or O, according as | but 
2] IS odd Ol even. : NIec 

In the ease of the binary quintie (a, ...Ir, y ’» i=5) we have a the 
series of verifiecations in the Table 58 of my „Ninth Memoir on Quanties‘ sec 
Phil. Trans. vol. 161 (1871): viz. writing the small letters «, b, e,... u, v, w col 
instead of the capitals A, B, ete.) to denote the eovariants of the quintie, k 


a, the quintie itself, degree order 5, or as I express it, deg-order 1.5, 


L. 
b the eovarlant deg-order 2.2 ete., the whole series of deg-orders being 


EEE I TE TE 
1.5, 2.2, 2.6, 3.3, 3.5, 3.9, 4.0, 4.4, 4.6, 5.1, 5.3. 5.7, 


u A a t, u, v, D, | 
6.2, 6.4, 7.1, 7.5, 8.0, 8.2, 9.3, 11.1, 12.0, 13.1, 18.0, 
i 
then the table shows for each des-order, the several eovariants of that 
deg-order, and the number of them which are asyzygetie; for instance ö=5 | 
» . 3 

as above, j=6. an extract from the table ıs 









REEL 








'ayley, on a theorem relatıng io covaranls. 


u 
6 au) 1 a | 

28 ig 
2 | a’c 2\ 
24 } 1 f I 
22 2 a'b, ac 1) 
2 2 a'e, act I 
I= MB) a’d, abe, ec, f fi 
16 2 a'i, abf, ace 34 
14 e ab’, ah, acd, be’, ef U 
12 > abe, al, ce, df 39 
10 4 a’g, abd, b’e, ch, e 44 
S 2 ak, bi. de 13 
0 1 aj, b', bh, eg, d YS 
N l n D 
2 2 bg, m 


II(11 
II(5)II(6 


where for instance deg-order 6.14, the eovarlants are ab’, ah, acd, bc, ef, 


but the number against these in the third eolumn being (not > but) 4, the 


meaning is that there exists between these five terms one syzygy. making 


the number of asyzygetie covariants of the deg-order 6.14 to be 4. "The 


seeond eolumn thus in faet eontains the several values of A. and the third 
eolumn the eorresponding values of 6; whence forming the several produets 
k-+1) as shown. the sum of these is as It should be = 462. 


Cambridge, 13 Julv 1878. 











lineare Gleichungen (für Primzahlen von der 
Form 2"+1), 
(Von Herrn Hermes in Königsberg i. Pr.) 


Bezeichnung. 


Die Primzahl p=m-+1 sei von der Form 2”"-+1, worin nun, damit 
p Primzahl sein kann, der Exponent m auch wieder von der Form 2“ sein 


muss, also p=2" +1. 


y m . 1._p . r 
Der Werth pr werde 9 genannt, so ist beiläufig 9 die Zahl der 


aus der Figur abzulesenden Gleichungen bei geometrischer Behandlung der 
Aufgabe. 

Der Fall «=0 entspricht dem regulären Dreieck, « =1 dem Fünfeck. 
= 2 dem Siebenzehneck, u =3 dem 257-Eck, u=4 dem 65537-Eeck. 
«=» ergiebt keine Primzahl ete. 

Eine beliebige primitive Wurzel von p sei g, also g“ = +1 (mol. p 
wenn keine kleinere Zahl als m=p—1 der Congruenz genügt. 

Diejenige primitive Wurzel aber, deren 2, 4°, 8°, ... Potenzreste 


5 ' Rn ‚ - m SR a e 
sämmtlieh positive Zahlen — 5- und deren 9°, 29°, 49°, ... Potenzen folg- 


2 
lich der Reihe nach = +2, +4, +16 ete. (mod.p) werden, sei mit & be- 
zeichnet, für p= 17 ist e=6, für p = 257 wird e= 115 und für p = 65537 
wird &= 11490. 

Die erste primitive Wurzel der Gleichung z&’—1=0, wobei v=2 


y v ‘ ‘ 


ist, werde & genannt, also @= 008 +isin u v nimmt nacheinander die 
Werthe 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,.... an. Wo Irrthum nicht zu befürchten, sind 
der Kürze halber die oberen Indices » weggelassen. 

Die Anzahlen der Reste r von ind? -+ind (+1) (mod.v), auf deren Er- 
mittlung bekanntlich das Problem der Kreistheilung zuletzt hinausläuft, seien 


s > 


* » » * ® D 
&,&%&... und die Differenzen je zweier um — dem unteren Index nach 


nz 


verschiedenen seien dureh e,e,e,... bezeichnet. 


Zurückführung des Problems der Kreistheilung auf 


Aion Re 


EWR RFRIR TUNER OR WESTEUE VER RER FEN 





kanı 
weit 


so 1 


v= 


yz= 


For 
(u-+2 


m 


Zah 


we 


be] 


er N ee rer 
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Hermes, zur Kreistheilung. 


. m "WER 7°. r . 
Die „te Potenz der primitiven Wurzel e sei = m (mod.p), daheı 


v 
kann das Zeichen m verschiedene um Vielfache von p unter einander ab- 


e . nt. zur 
weichende Werthe besitzen, m möge (den bedeuten, der (numerisch) ist. 
so ist für: 

v=0, ® =+1 oder =m’‘, daher m= +1: m — m’, 
nad 1 
v=l, e =-—]1 oder m, daher m= —1: m —= m, 
v2, ee. = + ym, m=+ym,=m=-+ym, 
5 2 = + ym, m = m — ym, 
etc. 
9 m | D (u+l1l) (u-+1) 
v=u+l,e®=ym=2, da ®=2 sein sollte, also m=2=m, aber bei 
(u-+-?) 


v=u-+2 wird m=y2 zu setzen sein, falls diese Irrationalgrösse in den 


Formeln einen Sinn behält (und dies ist in der That der Fall). während 
(u-+2) 
m=+ x ist, wobei z der Congruenz x’ =2 (mod.p) genügt, also eine ganze 


Zahl ist. 
Ist endlich »=m, so erhält man ym==e, denn e° =m (mod. p 
m > 
- 5 . .,» 7 q ın . 4 
also m ist die primitive Wurzel & selbst. Ferner werde i mit N und 


’ V 
m) +(—1)'(m)” mit ©, bezeichnet: doch soll ©, nieht 2 sondern 1 bedeuten 


und ©, schlechthin durch © abgekürzt werden. ©, wird dann bekanntlieh 


eleich 7 +0,07 +J, 0 "+ +0, 0 +... worin die Coeffieienten deı 
er \ x r.(r — (0 r- 1))(r — (0 -2) TRIER |; Ro—1) . 
sänzung Ö* das Gesetz Aue. = - — —=0, befolgen. 


1.2.3...0 
Die Perioden sind wie gewöhnlich durch den Buchstaben 7 ange- 


ir une e er . Er 
deutet. n hat N Glieder; endlich sei — = ev und m Ym =n „genannt. 


Vorbemerkung. 

Die nachstehenden Resultate gestatten in gewissem Falle, nämlich 
wenn vr — «+2 wird, keine Verifieirung durch die bei den kleineren Ecken 
bekannten und leieht aufzustellenden Formeln und Zahlen. sondern missen 
da zuvor modifieirt werden. 





Hermes, zur Kreistheilung. 


Dies ist wahrscheinlich der Grund gewesen, wesshalb die Formeln 
bisher unbekannt geblieben, denn aus der Analogie der kleineren Ecke 
v=0, e=]1, w=2 konnte somit nichts für die grösseren geschlossen 
werden. 

Die Modification der Formeln macht eine besondere vor der Hand 
zurücktretende Untersuchung nöthig und soll daher im Folgenden nur im 
leichtesten Falle berührt werden. 


Resultate. 


Bildet man für eins der eonstruirbaren regulären Primzahlecke eine 
m 
Tabelle (I) h-' == 9, (mod. p), wo also h= ind? und O<P<-p ist, 
.* 
und dann, dieselbe in üblicher Weise umkehrend, eine zweite, nach 9 ge- 


ordnete 


B® ind 
1 0 
2 7 
IN m 
2 
m — 1 
und dann eine dritte Ei ind?+ind(?-+1), und werden nun sämmt- 


Be 
liche Zahlen dieser dritten Tabelle =r ‘mod.v) genommen 0 <Zr<Zd, so wird 
e,mal der kkest Null erhalten, 
e,mal der Rest Eins ete. 
„Es ist nun möglich, diese für die Kreistheilung wichtigen Anzahlen 
direet*) zu erhalten, ohne Aufstellen einer Indextabelle.“ 
Die Summe je zweier um 
2 v—lI 
e ist nämlich gleich den e, also als bekannt anzusehen, die Differenz 


3 v 
derselben beiden e, bezeichnet durch e, erhält man, nachdem das System 
von © linearen Gleichungen: 

Ü v-—1x-ır-ı 


no Ta 2, (k, D.3| 
1-' (+ ' 1 0 


R 
> | +10,2r! = 0 


*) Nachdem diese Anzahlen gewonnen, war es möglich, die Perioden », selbst 
exact zu erhalten, ebenfalls die w(e), PD und F. 


D . 
„ (dem untern Index nach verschiedener 
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Hermes, zur Kreistheilung. 


für die Unbekannten (Ak, D) aufgelöst, allgemein (jedoeh 3<rv < u- 


DV 


durch folgende Formeln: 


v v 1 
> ) N 
e - « ’ « 
() Fee 5,(0,20)«< u (V.n\e 
N u ' 
2 1 ——1 
P. - 2 < r s i e, > E FL r A « 
* — 5, (z,20)0,, (z gerade); — 5,(4,20-+1)0,,,, (4 ungerade 
IR TE ch n TR 


Hiezu kommt, dass die dem Index nach ungeraden e, deren Indiees zusammen 


v . R : R . . 
„ betragen, einander gleich sind. Die dem Index nach geraden e, bei denen 


Fr 


} 


dies stattfindet, sind einander entgegengesetzt. Das e in der Mitte ist ) 
das am Anfange stehende 6, ist 1(mod.4). 

In den Gleichungen bedeutet R= k(2h—1)+tI!+e. - eine Zahl, di: 
abgesehen vom Vorzeichen <2®e gemacht werden muss, was durch 


stimmung der positiven oder negativen ganzen Zahl &@ zu erreichen is 
und zwar nimmt man nach Bedürfniss entweder +7 oder —/, nie beides. 
Für +! ist 3=(—-1) und für —! ist 3= (—1)*". Die Parenthes 
3 bedeutet immer die positive Einheit, ausser wenn in ihr der Zähl 
(abgesehen vom Zeichen) nieht gleich dem Nenner ist, dann bedeutet si 


Null. Dies ıst unter andern immer der Fall. wenn 5 +7 unsera 


— 


U, 2Zri ist 222. 
ı fü r 


Null für a 


aw 


Die Coeffiecienten der Unbekannten (k,M) in diesen ©’ Gleichungen 
sind also meistens Null, zuweilen +1, zuweilen —1 und befolgen bei ein 
gehender Betrachtung kein so schwieriges Gesetz, als es hienacl 
scheinen möchte. 

(sehen wir die einzelnen Fälle dieses allgemeinen Resultates durch. 

Die Fälle »—=0 und vr= 1 kommen nicht in Betracht. Für v= 2 


und »=3 sind die e, wie vorhin erwähnt, bekannt*) und nicht in vor- 


« ’ ® »» . . . 
stehenden Formeln enthalten, da „ für diese vr ein Bruch wird. 


u 


*) Jacobi, dieses Journal Bd. 30 p. 167; vgl. Bachmann, Lehre d. Kreistheilung p. 137 ff. 














Hermes, zur Kreistheilung. 


> 


v=2. (m=ym) 


-—], eg =m, sonst durch «a und 5 bezeichnet. 





Beispiele. 
u=2, ,=—l &a=4, (-1) +’ =17, 
u=3, =-—-1l &,=16, (-1)’+(16) = 257, 


e=256, (-1)?+(256) = 6; 























3 + + 
v=3. (v=1,m=ym, n= ym), 








h - : 4 ni. e 
=(0, 1)6 und 2 = (1,0), © = (m)' — (m) ', 
eine Gleichung (0, 1)+(1.0)=V0, (V, 1)=+1, also (1,0)=—1. 1 
Mithin | 
e n e > 
=-0, lo 8, =n0=Ym-—1, 
N } 
e : 
P. / E 
bad PER e, = —ı =— m, . 
n 
L- 
4 | 
e, ist =0 und 8 ist =e,, also = —ym. Dies sind die Grössen e und d, © 
Jacobi a. a. 0. i 
Beispiele. ‘ 
=, 2 
e,=1D. ea, = © e, = 0, e, = —4 \ 19)’ + 2 (— 4) = 297. 
: 
u= 4. E 
ee, =2?m. e =- 16. e& = ). 6, = — 16. (22 >) + 2 a 16) = 69937. i 
Die Formeln sind für u =2 zu moldifieiren in i 
e 
- =—=0, ie se =, 
(-5) +2(2) = 11. 
e 
1—-+1l a=+2=e, 


4 - + 
v=4 (ve=2, m=ym, n= ym.) 
r = 4 Gleichungen. 
Um die erste aufzustellen, haben wir also 
D 


nn .— () — = 8 
h > 


de 


Li 
W 


a 
ri 
“ 

! 





zu setzen. 
1.1+1+«.8 


Nenner gleich. mithin 3 — +1. 


—1; mithin ist der 
Ferner k=3. !=1. 


[a] =[- 


also gleich Null zu setzen, 
gleich dem Nenner: 


Ferner k=2. !=(. 


Dann bilden wir für k=1. != 
und 2r=20=(0, 


a a u 


Coefficient von (1.1) 


0 


der Coefficient von 


ee 
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1. 


die negative Einheit —1. 


[x], 


F -]- [#2 Bohn | 


Coefficient von (2,0) also auch 


die erste 


Null: 


_; 


endlieh 


0,0 


R= k(2h—-1l1)+ti!+e.8, 


. .. r . . > () nn 
ergiebt für das Minuszeichen und «=0 den Werth > |. also Zähler und 


Das dazugehörige 3 wird (1) 


denn kein sanzzahliges « macht den 


(1.3) ist also 


Null. 


1 (0,0) 


2.0)+!(0,0)=0, 


54 


also 


also 


Zähler 


und folglich 


- ö (0,0) —(), 
BE N 


























Gleichung (h=1, r=0), —1.(1.1)+0.(3.D+0.( 
ebenso für (k=1, r=1), +1.(1, 1)—1.(3, 1)+1.(2, 0) 
ferner (k=2, r=0) 0.(1,1)+1.(3,1)+0.(2,0) 
endlich (k=2, r=1) —1.(1,1)—1.(3, 1)—1.(2, 0 
denn (0,2) = —1. Das Coefficientenschema dieser Gleichungen ist also: 
(1,1) , 8,1) 13(0,0). (2,0) | fr. Gl. 
= 0 m + 
1 neh DE 
ri + — 4 wech 
rm + - 
“er ui TORREE Ei 
(r= u. - a Aha 
Werthe: (+1) (—-1) +1) (1) 
Lösen wir diese 4 linearen Gleichungen auf, so ergeben 
Werthe 
0,23)3=-1l, (0,0)=2., 1L,2)=+1, 
2,0)=-1l, (3,1)=-Il, 
Journal für Mathematik Bd. LXXXVII. Hett 1 u. 2. 12 


folgende 





























0 Hermes, zur Kreistheilung. 
+ + + + + 
mithin (= (m)'—(m)" und %=(m)’+(m)", &=1), 
e, Re m e, Pr 
= (0, 2)0:+(0,0)0,, —= (110, 
n | 1 | 
e, f2 e ri nn 
—.- (2,0)0, —=(3,1)0, 
n 2 
mit Benutzung der gefundenen Coefficienten 
e IR 
age 0+2=—-0; &=—-ı10=—(Ym-]),, 
a wi 
Be 1 BZ ik, ‚ag — 
— r €, — n — Te m 
1 , as 
e ’_ + — 
z = 0, e, =n0 —= ym(ym—]), 
Bi 4_ 
e,; « r j ; er \ 
Ze = —ı10 = —ym(ym—]), 


e; — V, e, = C3, e,; ann ee), Ce, = C;. 


Beispiele. 


ne == 
©) — —), 6 — —4, e; — V, e; nn + 4, 
e, = 6, 6; _— üb, Ce; — 6, e- Bas: - 6, 
(-9°+2(4°+6°+(-6)) = 257. 


Diese Zahlen sind von Richelot dieses Journal Bd. IX, Seite 215 dureh Ab- 
zählen ermittelt. 


u= 4. 
u=—25, &=-1l1b6, &,=(, &6=+16, 
e, = 60, em; ai +0, 


(— 225) +2((16)°+ (60) +(—60)') = 65537. 
Die vorstehenden Formeln sind für «= 2 zu modifieiren in 
&=0, e, und e, vertauschen hier ihre Rollen, 


ne u ‚20, (die Einführung der Irrationalität ist nothwendig, denn 
nur so wird Fe’ =p), 
EN 
2-41, 2=0, 
G=Ht+te&, 5 =—&, 
e.=—e,. 


f 
+ 


Hier ist n=2 und m=y2 und die Zahlenwerthe selbst werden folgende: 


e —=(). 6 = e,=—l, e.=2. =2, e- = —&,. e, =e,—=(, 
1?+42% = 17. 
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Y] 


Bevor wir zu dem folgenden Falle v =5 übergehen, mögen hier noch 

















i 4 
3 . a) kn . » m m r 
| die Formeln für die e Platz finden. 9 = „ = 76 (Purechsehnittswerth 
: + 8_ 
3 | nn 
i m=Jym—Ww, 
i Beispiel en 
N allgemein I u=4 modifieirt für u = 2 
u ——— 6 
Mn er r = mal |; en’ O mal wird der Best Null 
6 |4- 7 w—] 15 mal 4447 mal |4- 4 erhalten. 
Ti 2 TR & | 
& 14 4 12 - 4032 - 19 r oe —] I mal der Rest 4. 
u |94+30'-w 24 - 4272 - 149 . 0) mal Rest =. 
6; IF zu y4 ‘ A 
we’ ' 
e.|9 1 2 - 4032 - $+3w’-w 2 mal der Rest 12. 
’ mn 
19 Bar 14 - 088 - 4 - 2 mal der Rest 2. 
To i 
& |Y 2 18 - | 4104 - 19 > > mal der Rest 6. 
To 
e,|7 2W 18 - 4104 - |9 =, 0 mal der Rest 10 
: r w > 4 
t.19 er, ti » 4088 - 19 => 0 mal der Rest 14. 
u ww ww mw u 2ır° 2 ' 
9-7 -7+=-5116.- | 4090 - Win z he ” denen 2 mal der Rest 1 
8 2 2 S 2 2 
vw’ ww 
kt 19 - 14 - 4094 - 19; f 2 mal der Rest 3. 
wo’ a” ü 
19 — 12 - 4038 F- 4 0 mal der Rest 5. 
x 
u In 2 ın? 2 N - 
19 t - |2- |u8 - |9+--7 n I Ö mal der Rest 7. 
wo’ w PT Por 
t. 19 - 10 - 14030 - 19- ; “ = I“ OÖ mal der Rest 9. 
fe) - 
( [4 - « Di u % > r t 
1,19 - 20 - 4154 - |9+-—- r > mal der Rest 1i. 
MM: } Tu u | u 
I _ u , TE © TER z O mal der Rest 13. 
= = 
ze. 2 mal der Rest 15. wenn 
LE |« u un Y2w’ y2w |: 12. indf Fee 
R,19- u: a: I —.: ind 3+ind(3+])=r mod 16 
j Ö 4 < 2 gebildet wird. 
- Me se ae RE 'AORERENS. VRRHERBEC ER 
Summe m-—I 255 65535 15 
(e=115) (£= 11490) (= 6). 
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Stellen wir für u =2 
Tabellen auf: 


als e die Zahl 6 nehmend) die vorerwähnten drei 











I. € = ,(mod.17). 11. 3. ind 3. IH. ind®+ind(341)= r(mod.16) r e wie oft? 
G' = 6 l 0 2 2 0 keinmal. 
H° = 2 2 2 17 1 1 2 mal. 
5° u 12 3 15 19 3 2 2 mal. 
6° = 4 4 4 15 15 3.2 mal. 
6° — 7 > 11 12 12 4 1imal. 
6° = 3 6 l 6 5) 5 Omal. 
6° = 14 7 A) 11 11 6 2 mal. 
6° == 16 S 6 20 4 7 Omal. 
6° == 11 ) 14 27 11 S Omal. 
Das = 15 10 13 22 6 4 Omal. 
5" = D 11 9) 12 12 10 Omal. 
5” = 13 12 B 15 15 ll 2 mal. 
6 SEE 10 13 12 19 3 12 2 mal. 
6'* = ) 14 { 17 1 13 Omal. 
6» = 3 15 10 18 2 la Omal. 
a gE 1 16 8 15 2 mal, 








so erhellt die Uebereinstimmung mit den vorhin für «=2 aus den Formeln 
berechneten e. Hätten wir eine andere primitive Wurzel als 6 genommen, 
so wären nur die Indices der e zu vertauschen gewesen, das Resultat an 
und für sich, wie es also in die Formeln für z aus 2’ —1=0 übergeht, 
nämlich die betreffende Zerlegung von 17 in Quadrate, bleibt dasselbe. 


It) + 


5 


v=5, (e=4, m=Im, n=1Vm), 


(« = 2 kommt nieht mehr in Betracht). 
ve’ — 16 lineare Gleichungen für die Unbekannten 


(1,1) (1,3) (0,0) (0,2) 

(3,1) 8,3) (20) (2,2) 

(5,1) 5,3) (4.0) (4,2) 

(7,1) (7,3) (6,0) (6, 2) 
Um in der ersten Gleichung den Coeffieienten von (1,1) zu ermitteln. 
= 16, dann für k=1. 1=1, 


V0,H=—1. 


setzen wir h=1. r=(\, 


2 
[#]=[ k(2h—1)+1+e.16 I=[ te, 1 
rer ee en, 


da tür das Minuszeichen und «= Zähler und Nenner gleich wird. 
,‚-(-D’r=—L1L 

also ist der Coeffieient —1. Werden die übrigen bestimmt, so ergiebt sich 

folgendes Coefficientenschema, das man bei eingehenderer Betrachtung der 


R » [3 rer ” ® [3 
[; | auch sofort ohne Ableitung für jedes » hinschreiben kann. 
ce 
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| | 
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(5,1)16,3)| (7,1)| (7,3) 


(0.0 
( ) (0,2)! (2,0)! (2, 2) 
u | 
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Werthe 


(0,0) statt 


lösung geschicktere Gestalt an, nämlich 


(0,0) 
2 


(3) (+) (5) (+D ( 
Bei anderer Anordnung der Gleichungen und Unbekannten und wenn 


1) (+1) (+5) —D) 


(__9\ 
\ =) 


En 
(2) 


eingesetzt wird, nehmen die Gleichungen eine für die Auf- 
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2,0/6,0,02/42[|11 
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Alsdann wird mit Benutzung der gefundenen Coefficienten 


5 


= (0,4) 6, + (0.2) 0.+ (0,0), = — 0,+49:—6 = —Ö* = — nö" 






































n 
e un / n [ [a ny « / 
n a. (2,2 )O2 + (2,0) 0, — + 10:— 2 =+060° e=+ 10° (4,0 
i E(6,0 
e, ’ se . an - 9n?2 an? ı 
i => (4,2) O:+ (4, 0) 0,= -20:+5 = -20 +1 e,=n(—20°+ 1) 
e £ De I u 2. 0,0 
Te (6,2) 0.+(6,0) 0, = — 350:+6 = — 30° &= —1.30 113,0 
e N 2 1 [ Tr 3 r 14,0 
._ (1,3)0;+(1,1) 0 = 10, —30 = u &a=+no' | 
e r fi « ’<  _ « -— nn nr n;3 « 
: — (3,3)0;+ (3,1) 0 = 10,—50 =0'—-20 &=1n(0°—20) 
€, - [1% n [3 [2 [2 « [2 eo [2 « 
(8,5)03+(5,1)0 —= 10; — 0 =0°+20 8,=n(0°’+20) 
€ u « _ r . me 
E = (1,3)0;+(7,1)0 = —0;3+90 = —-0’+20 e, = 1(—0°+ % 
worin 
. - 1 
=, eEu= nr, mm, Een 0o=m— —., 
m 
+ - 16 


> 


Een HE HE Se n=I/m; m=Ym. 
Beispiel für «=4, also beim 65537-Eck 
=—8, &8=36, 8 =—-56, &=—108, 
e =5b4 8-6 8 =-102 es =-6, &=V etc. 
(— 81)’ +2 (36)? + (— 56)°+(— 108)’ + (54)°+ (6)°+(—6)’+ (102))| = 65537. 
Für « = 3 müssen die Formeln bereits modifieirt werden in 
= —ıno' -—l &=0 —(, 


= +0 2, = V2(®+oO)n=6, 
e, = (2 0’ + 1) = OS, e, = — v20 ‚N = — 4. 
&=+tno = 2, e = V20°.n = 2, 
5 1 5 
worin n=4, 0=m-—; m=TY2, 
m 


’ 


(—-1)’+213.2)+8°’+6°+(-4)) = 257, 
vgl. dieses Journal Bd. IX, pag. 215. 
6; 32 4 


‚6 e=>8 n=/n, = Ym'). 


ve’ — 64 Gleichungen für die Unbekannten (k, !). 
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: Die ausgerechneten Werthe derselben sind (0,8) = —1, 
.0)--54| (0,2)- 44| (0,9)=--24 | (0,6)=-48 | (1,D=-85| (1,9)=+21| (1,5)=--7 | (1,1 
12,-+4 | 9)--37| 23,9=-+18, (,6)--3| 3,1)=-143| 8&,3)--31| &5)-+ll, 8,0). 
14,0)--30| 29-436 (49=--13| (46)-+2| 6,1--45 | 5,9)- 431) 5,)--11| ,7)-+1 
E6.0)-+32 | (6,2)=--235| (6,4)=+10| (6,6)--1| (,1)=+31| (7,3)=-21 | (5)-+47 |) (DM) --1 
B(N,V) | | ’ | 

) 3,0)--35| 89-432) &,9--18| &,6)=44| 9,1)--17) 9-+11| Q5)--1 | ,ND--1 
0.0) -+32 | (10,2) =-27 | (10,4) = +14 |(10,6)=-3 |(11,1) = +17 | (11,3) =-11 | (11,5)- +5 (11, -—1 
112,0)=-14 | (12,2)=+10 | (12,4)=-5 ‚(12,6)= +2 |(13,1)=-21 /(13,3)= +13 /(13,5)--5 (13, D- +1 
40)- 004,9=-+1 |(14,9--2 |(14,6)= +1 1(15,1)-49 (15,3)=-9 (15,5)-45 15, 1 

Mit Benutzung dieser Werthe wird 


. — (0,0) 0,+(0,2)0,+ (0, 4) 0,+ (0, 6) 0;+(0, 8) 0; 


n 
nn — 540, +440, — 240, +80, 


— — 540 
) +2.440"+440° 
— 2.240" —-4.24 0? — 240° 
+2.80" +9.80° +6.80°+80 


-2.90 - -160 -2300' 


+40° OÖ”, 


, 





» N 


—80°— 0” 





= +40° 
a > 1 
w vo =m—- — 
m 

Stellt man in derselben Weise die übrigen e auf, so bemerkt man 

eine grosse Einfachheit in den Coeffieienten von den Potenzen der Grösse ©. 


=] 


Es verschwinden z. B. siämmtliehe Coeffieienten von © bis auf einen. 


der = +1 ist. Die Coeffieienten von ©’ sind +1 und das Zeichen lässt 
sich auch im Voraus bestimmen. (!) 
Die Werthe der e sind folgende 
e, =n(- 6+40'+40%) je =n(l‘) 
e =n(-30 +80°) & =n(—-0’+40’+100°—20' 
e, =n(— 20" — 0-80) e, =1n (+0 —-40°— 106 
e,; =n(— 6’+40'+66') e; =n(--0' 40") 
es =n(+40 +60*-4041) u =n(-0’—-80’— 80°+40') 
en = n(—30° —40°+20°) eı = 1n(-0’—-20° -20') 
er: =n(+20° +70'+80°) e, =n(+0'+20’+ 20°’ 
e,=n(+ 0°+40*°+20') e,=n(—- 0’ —-20°+ 20°), 
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e6 = v, 
e,=-e,, #+4,=32, x gerade, 
eg =+e, 4+4,=32, 4 ungerade, 
u 32 1 
"a N 2, 2 
n=Im, 0O=1/m-.—, Ze=p=m+l. 


m 
Die vorstehenden Formeln gelten nicht mehr für e=3 und u=4, 
sondern müssten zuvor modifieirt werden, sie gelten also erst für ein re- 
guläres Eck, dessen Seitenzahl > als die sogenannte Schachbrettzahl 2" —1 
ist. 2° +1, also der Fall v=6, liefert nach einer (allerdings nur einmal 
revidirten) Rechnung keine Primzahl. — 


Beweis der angegebenen Resultate. 


Gang des Beweises im Allgemeinen. 


Die Jacobischen Congruenzen w(k,l,e) = 0, wenn k+l<m und 
u 2 Im —(k+D) , 
w(k,l,e) = — in Im) (mod.p), 
wenn k+!>m, IIh=1.2,..h ist, k+l!= m (mod.m) ausgeschlossen ist und 
m—1 


v mn (-1) 3, gi ind P4 kind(A-+1) 
1 


u 4 . e n ’ ’ 
bedeutet, liefern, falls = /= (2h—1)N gesetzt wird, N= —, ein System 
2 
von 5 Uongruenzen 
1, 
y y I(?!h—1l)(mod.v) — ( l 
a, 77 (m) — U (mod.p, 
1." | 
erste Hälfte k+l!< m und 
v . 
mn 1 ’ 
Ha u BR. II — (2h—1))2.N) 
h- 9 <, (my) mt = Ban = — Tr (mod.p. 
B-. U — (2h—1))N)|’ 
4 


zweite Hälfte k--! >> m. 

Es wird nun im ersten Theile, nach kurzer Angabe der aus der 
Theorie der Kreistheilung zum Verständniss des folgenden nothwendigen 
F'ormeln gezeigt werden, dass je zwei $ einander congruent (also auch gleich) 


sind. 


Po. Pan = 0 (mod.p), falls + h= = +1. 








Ey 
BZ 


u 
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Theil II. Drückt man nun die e durch die 2 aus und benutzt 
diese Gleichheit, so sieht man, dass nur die Hälfte der e zu bestimmen 
bleibt, indem das e in der Mitte gleich Null wird und je zwei der andern 
gleich oder entgegengesetzt sind (e, ausgenommen). Die zweite Hälfte der 
Congruenzen ergiebt zur Bestimmung der e alsdann nichts anderes, als die 
erste und dient nur später, wenn die e gefunden, zur Ermittelung der Pro- 
duetreste &. Es bleibt also nur die erste Hälfte. Aber selbst in dieser 
sind je zwei Congruenzen unter sich identisch; es bleibt daher zur Be- 
stimmung der e, die ausserdem freilich noch anderen Bedingungsgleichungen 
zu genügen haben, nur ein Viertel aller Congruenzen übrig. 

Theil III. In diesem Viertel führt man nun statt e zunächst 5 ein, 
4 u 


Vv 


wo n = (m)’ — Ym, und dann für ä Ausdrücke in Potenzen von (m)'' 


mit 


unbestimmten Coeffieienten behaftet, dann wird jede Congruenz nach Potenzen 
geordnet und die Factoren derselben einzeln gleich Null gesetzt, dies sind 
dann gerade ©’ Gleichungen mit e’-++1 Unbekannten; davon kann aber eine 
(sogar mehrere) aus den Bedingungsgleichungen im Voraus geschlossen 
werden, und so lässt sich die Auflösung bewerkstelligen. 


Ausführung. 

(Zunächst die aus der 'T'heorie bekannten Formeln.) 

Bei Primzahlen von der Form 2"-+-1 sind bekanntlich die Perioden- 
gleichungen quadratisch (wodurch eben die Construction der betreffenden 
Ecke mit Cirkel und Lineal ermöglicht wird). 

Soleher Periodengleichungen sind mehrere Gruppen. In der ersten 
(Gruppe ist eine Gleichung (= 2"). 

In der zweiten Gruppe sind 2' Gleichungen, ..., in der vten Gruppe sind 


VD 


2’ "=, Gleichungen. Die Gleiehungen in dieser v!e? Gruppe werden re- 
präsentirt durch 
’ 
v—1 IN v—I v ım 
E—n.2H+ 2,7 v 0 
1 
n|(e?)*'--1] 
u a ä oo „dv 
Die 2 a = Wurzeln dieser Gleichungen R Pr Y,.., verbindet man 


behufs der Resolventenbildung mit den Wurzeln der Gleiehung = —1=0, 
Journal für Mathematik Bd. LXXXVII. Heft I u. 2. 13 
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. EURE Ir u.hie ee 
die erste derselben (w)' = 608 „ +isinT- ist auch primitiv. Hierin ist 


‘ 


2rı 


. . . v \ / / j . 
sin. gleich der halben Seite des 5 Ecks, also ıU2_V24 Y2-+ ++, worin 
v— 2 Zweien unter dem Wurzelzeichen vorkommen, kurz mit y— bezeichnet und 

ar / E 
a ia ı/ 2+,V/2+Y2+- 


mit y-+. Die Verbindung geschieht in folgender Weise 


pb—1v-1 7 4 z 
"CR oh S (w)'", Nee h) . Sr; 


3 


N 4 
oder da (o)’= (w)' ist, kann man das System der vd Gleichungen für die 
‚x auch 


v v v 1% V 
Sı(w"n,.=% 
' Be n ( ) Iceh) Dy: 
schreiben. Werden diese d Gleichungen der Reihe nach multiplieirt mit 


D 


j 
h.-" 0" und addirt, so ergeben sich die 7, indem 


v 1 v—1 
y Ik 
u kW 
v - Ö 


x 
le") 


wird, da ja links bei der Multiplication und Addition 


v—1 v —1 y 
Sen. + Son „tete. 
0) (e") 0) (2) 
erhalten wird, das ist 
v p—1 
v7, + Sr (lw Men, +ete.=d. N, +04, 


indem 
v—1 


Fu (wr) f == = Sl (w' — (0 


ist. Die bekannte Formel der Kreistheilung 


au m 1y ST RUN +0, falls %+/ nicht =0 FR OR 
Ta: ,— (— FRRREFPERREER mod. m) 
O4 O1 Orr | (@) +(—1)'m, falls k+/ = 


vo 4 m 
ergiebt für k=el=N= 


v—1 m—1 


n 2 __ x ' \ind/ ’+ind(2-+1) (mod.v) 
(1) = I. 3,14 +) 


Dei 
v—1 vd—1rv v a 2 v v v 


rü Vv 
y 3 / k f- v f k . 
ur: = dı.S,4(Ww) = = 9ı. 2,00) = SA, +eBi). 





h 


al 
n 


er 
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Alle e zusammen betragen m —1, denn so viel Exponenten sind im Ganzen; N 
hiebei ist 


D j N N) l 
7 1 —1 3 Id — 3 
»*,. Tre, (.. 
()-' a sr 
also aus den Fällen v=1 bis v=r-—1 bekannt. und es bleibt daher nur 


neu zu bestimmen: 


Tito ,‚=& 
0. +; 


Dieselbe Formel ergiebt für k=/= (v—1)N: 


) v—l m—] 
TR . T E | > ( I )(ı 
(- ) = 58 . =; + —ıl ) 

v—l 17 1 

RT P f | > 1 I tınd +1 1 
= %, - 2; ++ B+ind(?+1)] 

j I E°® / J 


Daher erhellt. dass nur —i statt ö gesetzt werden darf, und mithin folgt 


Ar 1 I B* | l iD 
Da nun 
tyı Q-ı l pP 
ist. falls % nieht m. also 
m 
Yk» 2% m? 
= t s Od = ) ON ) 7 k. I. nm). hi. 4 MM 
27 N 
wird. so Ist 
> 
Da nun 
v—] I ‘) Fig m | 
r P} > . f ’ zsıh r f7 u )/r Fi 
A,+ ib, -— <. e, (COS ” + ?sın 
. Fa fi / 2rnkN\ a Il 
A, —ib, = Fe, (cos( )+isin( ) 
T VD - v 
ist, also 
r 
E 9) ) 
’ "ae ee f en y on | 
Aı+Bı = Sie + 2e, e,;1 Cos( 1) H 2e, e,., eos| - :2)-+ete. 
0 N / 


so ergeben sich daraus *) bekanntlich die Bedingungsgleichungen: 





*) Vgl. dieses Journal Bd. IX, pag. 222. 
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ni v 


v 
4577, 4 


Sı(&) =p und VE 4 Sr 64. =, 


d 
2 
e negativ zu nehmen ist. 


a 
ist, vom Index abzuziehen und der Werth des 


wobei, falls k+h — > 


v 
\2 


r 
Macht man dasselbe für (5;)’ und (%,_,) ete., so ergeben sich die- 
selben Bedingungsgleichungen. 


Fundamental-Eigenschaften der e. 


ml 


1. Die in der Mitte stehende Potenz obiger Summe $; hat den 
1 


l;xponenten 
. wr 1 ’ Ä | 
ind i +ind PT — d(m—-1)+9(m-—-1lV)+ 


( 


. n 
wobei 4 ‚ denn 


=. ? 
2m 





N $N £ m . mn i 
e!=2, (= = also ind 5 = I(m—1) 
und 
Im-1)+7 > m m 1 
: et — 5 (mod.p), also =p-, = . 


a) , m . . m . 
Der Exponent 29 (m—1)+ 5 Ist also = Omod.29, d.i. mod. d. 1. 


u 
9 


heim 257-Eek noeh für v —=5 eültie. 
ben) Oo 


mod.2°“, also auch mod.2”, so lange v nicht 2"— u übersteigt, also z. B. 


Da nun e, angiebt, wie oft der Exponent = 0(mod.v) wird, so ist 


ersichtlich, dass e, ungerade, während alle übrigen e gerade sind, nament- 


: 
lich auch e, gerade, also 


a 7 = 6, 
ungerade. 
2. Es muss ferner 
indi1-+ind2 
+ ind2-+ind3 
+ind (m—1)-+ ind (m), 
wenn noch indm+ind1, d. i. indm hinzugefügt wird, als Summe: 
2(1+2+--+m-—1l) = m(m—1) 





0) 
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ergeben, also die Summe allein ohne die Hinzufügung 


, m m 
m(m—1)— ;- = O(mod. 5 ), also auch == 0 (/mod.p). 


7 


Da nun 
ind + ind (?+1) =r (mod.d), 


so Ist 
= \ind®+ind(P+1)| (= 0 (mod.v)) = Fr), 
das ist also 
0.e,+1.,. +2. +3.,+--+(d—]1)e,_ı. 
Wir haben mithin folgenden Satz 


dv 
1 


F 7 k(—e,_,) = 0 (mod.v), v 
1 


m 

2 [2 
v v ) v—l v—1 v—1 

% 


V 
3. Da ferner +e,—(e, +.) = &%—t, = & = —1(mod.4) bereits be- 


2 + + + 


wiesen (Schluss von » auf n+1), so folgt auch &+e, = —1(mod.4), denn 


) ) 


e, te, =0(mod.4) und also auch e,- = 6 — 1(mod.4). 


4 4 


[> 


4. Was die übrigen e anbetrifit, so ist, da a+e „=0(mod.4) und 
die Summanden gerade sind, auch e, gerade und sogar durch 4 theilbar. 
ojlt dies z. B. nicht 


oO 


nur machen die kleineren « Ausnahmen. Für u=4 
4 
mehr für die e, (k ungerade); diese sind nur dureh 2', nicht mehr durch 4 


theilbar ete. 


Theil Il. 


’ : . | IV 
Nachweis, dass Po, — Pan, = 0 (mod.p) falls +-h = 


2h-1+2t-1=0+5,- 


d 
4 


1.2...(uN.2) 1.2..(—u)N.2 
(1.2...uN)’ (1.2...(2 Br; 


durch p theilbar ist, oder 


dv ü v ö 
(G NH). jan ja _ («N+1)...uN.2 —= () (mod.p). 


Go) Em 


a möge eine ungerade Zahl <<, bedeuten, so ist also zu beweisen, dass 


































102 Hermes, zur Kreisthetlung. 


Wird der Nenner gemeinschaftlich gemacht und werden überdies gemein- 


I 
schaftliche Faetoren << p weggelassen, so wird die linke Seite u 
i VD 1 V T r \ T 2 Y \ D k 7 ” ri 
(( 2 —u)N Fa: d & -u)N.2 | uN+ 1 ..uN.2| ( uN2+1 RR; = u)N) | dl 
E. Do ä \ , 4 
. . Y N 
Im ersten Gliede dieses Ausdruckes kommt nun unter den Faetoren auch " 
D . » h “ D 23 ® > . D T 
»„ N vor und der folgende Factor „N+-1 ıst offenbar = — , N (mod. p). 
kann also durch diesen ersetzt werden, ebenso die folgenden durch je einen 
der vorhergehenden, und was dann noch bleibt, (resp. im Nenner) ist mit 
r a v nu .. . . ht 
((uN2-+1 3 —a)N) übereinstimmend, also wegzulassen und bleibt, 
9) - 
wenn noch die Differenz der Quadrate in Summe mal Differenz aufgelöst 
wird, 
v ER z | | 
( 5 —a)N+ Bi, 5 N +aN+1)...uN2 (mod.p 
noch nachzuweisen übrig. 
Hier multiplieiren wir nun die Faetoren der linken Seite mit 2, also | | 
im Ganzen mit 2°“ und erhalten, da von (-1""=+1 (ausser bei rm, 
wo (—1”"= —1) abgesehen werden kann, das Produet der den vorigen 
eongruenten ungeraden Zahlen («N2—1)...3.1. Hievon heben wir aber 
nur die erste Hälfte gegen die ihnen gleichen Factoren der rechten Seite 


weg. Die andere Hälfte multiplieiren wir wiederum mit 2, wodurch wir 
Zahlen erhalten, die eine arithmetische Reihe ersten Grades mit der Differenz 
4 bilden und heben wiederum die erste Hälfte gegen entsprechende Factoren 


Nu 
der rechten Seite weg. Der zutretende Faetor ist 2°; wir wiederholen diesen 
Process so lange, bis zuletzt bei den « Zahlen noch der Factor 2° zutritt 


grössere, bald die kleinere Hälfte benutzend, 


und aueh dann noch. bald die 


bis nochmals 2°" hinzutritt, 2+y+z+:--= u, also im Ganzen ist als 
Factor 
"TEE AFB.. +14+1 
get FETTE BL DEN u 


zugetreten. Ist nun (2°* == +1, so erhalten wir +1+1, also in einem 
Falle immer Null, womit die Behauptung bewiesen. 

Da nun 2N = 2°', so muss, damit der Satz bestehen kann, 
2°— +1 u sein, also 2— u—1 — r—2, also: „das um 2 verminderte v 
darf nicht den Exponenten = der Anzahl der geometrischen Grundgleichungen 
$ —= 2" überschreiten.“ Aber selbst wenn »—2 um 1 grösser, als der Exponent 
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wie dies z. B. beim 17-Eck u =2, v=4 #—2! der Fall ist. 4—2 | 


um 1, bleibt noch ein Analogon des Satzes bestehen, nämlich es ist dann 


1; 


die Summe der betreffenden $ = 0 (mod.p), also je zwei <> sind entgegen- 
vesetzt gleich. 


Theil I. 


Lösen wir die oben angegebenen Uongruenzen auf, indem wir mit 


D V 
my d.i. (m) "”) multiplieiren und addiren, so erhalten wir 
v | 5 v 
y ren) ( 
an Sr Pan nm (mod. p). 
2 


Da nun aber im Allgemeinen je zwei # gleich sind, so kann dieser Aus- 


u u 2 R v 
druck vereinfacht werden. indem nur x =v der $ darin bleiben. die von kA=5r+1 


A ' \ 3d 

bis »=4o gehen, also die Indiees v — 1, ungerade, ... ri haben, z. D. 

1 | | ri: 

e D Tr PD; Sı®B_a-n} 
v \ u, n “ ( ) 
4 

4 1 

dagegen e, =0 und folglich, da es <p, auch =0. In dem erwähnten 
+ 
Ausnahmefall müssen also e, und e. ihre Rollen mit einander tauschen, 
+ 


, 2) 
® . r 4 f . on . u u > 
wie es auch in der That der Fall \ siehe oben Modifieation - } ferner 


V 1 2v—1 N N 


a ungerade Zahl) und allgemein, wenn A ungerade, 


2—1, 2r.—1 v v 
5 | x / u / (dl 
h = g, Sul(m) — (m)” )P_. 
N z + l 
y ! 
llieraus sieht man, da (m)’ = —1 ist, dass ungerade bezifferte e, deren 
> v . » ® .. 
Indices zusammen ’„ betragen, einander gleich sein müssen. 
Ferner, wenn z gerade 
2(v — 1) v 1 c—1 v—l v—1 
u e, =. ((m)” + (m)")\b_—-P__0); 
l 


2.4." u 4v 
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also gerade bezifferte e, deren Indices zusammen > betragen, sind einander 
entgegengesetzt. 

Man kann auf den Gedanken kommen, nun aus diesen zuletzt auf- 
gestellten Congruenzen die ? zu eliminiren (die Nenner-Determinante wird 
eine Potenz von 2). 'T’hut man dies, so ergiebt sich gerade die erste Hälfte 


der Uongruenzen 


v ne 
h pH r w , ) f 
6, 4 Fre, (m) = 0 (mod.p); 
I 
dies ist aber mit Benutzung der Relationen für die e 
v 2 


i 


h*" m j ER su PRRER 
6 4 + Fre, (m + (— 1) (m) +) = 0 
1 


zu sehreiben, und es wird ihre erste Hälfte nun wieder mit der zweiten 


identisch 
„.v -. . \r(27—1) r / \—r(?4—1)(mod.v)| — f 
'h &+ 3,e,|(m)"?+(—1) (m) =0 (mod.p). 
x 1 
Setzt man auch in die erwähnten Bedingungsgleichungen 
v v v 2 
Zi | 11? ' 
z (e) =p und 1. S & 6m = OÖ 
| v d 
(k+h = 5, wo, vom Index abzuziehen und das betreffende e negativ 


zu nehmen) 


e, =VUV, 
4 
e,.=—e,, ., z gerade 


e,=-+e,, .. 4 ungerade 


ein. so werden dieselben, die erste 
1% 
4 


+2 2.(e) = p 
l E} 


—1 


und die eine Hälfte der übrigen 2{(e—1) Bedingungsgleichungen 


R v—i h—1 \ 2r—(?h-+1) h I ’ 
0 _— 1 c „h z 2. \ —1): e, Enno + So e, ©, ro I <: (—1)‘ Erg Er,—2n te» 
5 ı 0 
die anderen e—1 Bedingungsgleichungen werden bei dem Einsetzen zu 


Identitäten. 
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Theil 11. 

Im Folgenden kann nun eine doppelte Behandlung eintreten, entweder 
in Ö, oder in Potenzen von ©, deren Vergleichung zu Sätzen über Summen 
von Produeten aus Binomialceoefficienten und den Ergänzungscoetfieienten 
d führt. 

A.) Behandlung in ö.. 

Die Bedingungscongruenzen: 


.D ee audi ı bu; RT 
a Ze mr He) — 0) (mod. p 
: l 
werden mit Anwendung der Bezeichnung 
V V ) 
o, = (m) + (—1)" (m), 
„dv 221? 3 n.? Kr 1) , "ER u 
1 0: e,+ 5,6, 0 cn 14 5” u“ eur Ex e,0,0 1) | 23,6 iQ I) U, 
. 1 ‘ 2 l 
z gerade. ), ungerade. 


Da nun 


1 


p = & 22 e,) 


ist. so können die e,, die in den vorhin in $ ausgedrückten Formeln 


Pr) 
v ) 
gerade Potenzen von m enthalten, höchstens bis (m)” gehen. denn das 
1 


4) 


Quadrat davon enthielte dann (m)” und !=m=p-1l. Wir werden also 


am 


e, ’ e, ap 
-, di * — 5,(z, 20. 
n | 


— 1 
(m)" k 

einzuführen haben, wobei (Ak, !) gewisse noch zu bestimmende ganze Zahlen 
bedeuten. Die e,, A ungerade, die nur ungerade V’otenzen von m enthalten, 


y 


können höchstens bis (m)’’”' gehen, also ist 


» 
—I 


67 2 P . 
u u =. \ h, 20 1 l OÖ), 11 
n 0° B 
einzuführen. Wird dies zunächst in die erste Bedingungsgleichung 
p= a+r23,(e, 


eingesetzt, so haben wir: 


nn. 
he 


) « ) 2 ' 
F_ = 9, = !(0, 0’ +2[(2, 0% +---] 
(m)'* 
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also 

l= (0, v) + 2[(2, oe) +] 
mithin (0, 0)’ = +1, die übrigen Quadrate (2,o)', (4, o)’ete. = 0, also 
0,2) = Y1l=-—1, denn e, sollte ja = —1 (mod. 4) sein, was nur so erreicht wird. 


Demzufolge wird in die Congruenzen 
«dÖ 


2r—l 
1 .h: er re, O,en-n3 
P 0 


nachdem dieselben durch n dividirt, 


_ 1 
e, ai f . / 
NE NEIENERNTR 
= 1 
&, n m) f - z 
- = Zo\%, 20) 0% 
n 0° \ 
und 
m 
_—ı 
e@; . 67 » > 
n Pe So \h, 20 1 1 O2o41 
() i 


einzuführen sein. 
Bedenkt man nun, dass 


y y 2 „ 
0,0, = ((m)*+ (m) *) ((m)* + (m)*) = 0,,, +0 


»+2, I Ya-ı, 


4 
wird und ©,,== 0 (mod.p) zu setzen ist, weil (m)”0,,=p ist und ö, zwar 
l ist, wenn z=2,=0, sonst aber, da es bei der Multiplieation ja aus 
zwei Gliedern besteht, =2 zu nehmen ist, ferner, dass 
I v , e v V 
0,6,, = ((m)’ — (m) (m) —- (m) ) = 6,,,—- 6, 


so erhalten wir die Congruenzen in folgender Gestalt 


[ 
} „© “ 2 ‚w 2 / 5 
’ Pie e" 0,1 <o (0, 20)0,, ww (Zr, V)O,en-1 
p 0 l 
ER 
v—I 2 
.) u /% % 40 I. © 
tS&r 2. (Zr, 20) |O.eren-ı +0) T Oaran—N—o)) 
I ı e i 
u 
t—1 2 
f 


” v )ır » vn“ Rt ] 
+2, So 21 +1, 20o+1, \OXr(2n—1)+0+2) —" CAran-1)—o+n—N| 
0 


0 
oder geordnet 
„vd v—1 y n 
1 „.R — Sr Una O2 > 
£ 


worin die C Ausdrücke in den (A, 7) sind, es sind der Zahl nach ev’. Um 





d 


-— 





EM 
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Ö.. , Ist. also die höchste 


die Congruenzen, bei denen das grösste © 


P4 

. 

Potenz von m, wenn mit dem Nenner multiplieirt wird: 
! 


m 


m 


(m)' 
also <p ist, identisch zu erfüllen, setzen wir die ganzzahligen Coeffieienten 
C einzeln = 0 (mod.p), ja =, da sie <p sind, und haben dann die in 
den Resultaten erwähnten oe Gleichungen, welche sämmtlieh linear sind. 
C,,, wird, wie sich leicht ergiebt: 


»—lr— R° dv 
3.3:(6,03.[5-]4%, 271, wo R=kdh-N)4lra) 
1 0 - - 


und >| gleich der positiven Einheit ist, wenn der Zähler R= +2r 


ist, sonst aber gleich Null. 3 = (—1)" für +/, und für —! wird 3 | 
'0,2r! = 4(0,0) für r=0, indem wir die betreffenden Gleichungen durch 


zwei dividiren und 4/0,0) statt (0,0) als Unbekannte einführen. 


N" 


It r>-, , so wird |0,2r, =0, da diese Unbekannte überhaupt nieht 


2 


vorkommt. 
B.) Behandlung in Potenzen von ©. 


In die Congruenzen 
ho + Ze dan 0 (mod. p) 


führen wir, nachdem auch durch n dividirt, 0° -- Ergänzung für ©, ein. Die 
Ergänzung ist 

u. + Ö, Ei O6 0 _| 
wobei die Ergänzungseoefficienten 

N k.(k—(oe-+1))...(k—(2o—1) 


2.8 
% 


A Re Nieicat 





sind. Der letzte Coeffieient ist für gerades 4 immer 2, für ungerades % 


ist er %& selbst, und es wird nun dem Obigen analog 


e, Ny g ı Nu > f N f 

-=-04 [0,0e-2]0°"+[0,0—4]0"*+---, 

er, j 31 Ar T; 1904 | u 

= +[2, e— 210°" +[2,e—-4]0°”*+--- x gerade. 
e) rn 13 5 l mei 1 2 4 Ne -3 7 Weyiz le 
Fe |, 9 — K 1 (4, 09/0 per. ‚, ungerade 


gesetzt, wo die |4, 2) andere, aber mit den (A, /) in einfacher Weise zu 
sammenhängende ganze Zahlen sind. (vgl. oben v = 6.) 


14* 
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Viele von ihnen, nämlich 30 können sogar von vorne herein, indem 


I m 


man die andern 1+9—1 Bedingungsgleichungen zuzieht, geschlossen werden. 
Macht man diesen Einsatz und ordnet nach Potenzen von ©, so ist 
deren höchste e—1+2e—1=3r—2. Wir können mun hier die einzelnen 


('oetfieienten der versehiedenen Potenzen von ©, die ganzzahlige Ausdrücke 
in den [%, 7] werden, nieht == 0 (mod. p) setzen, schon deshalb nicht, weil 
sonst die [4,7] dureh zu viele Gleichungen überbestimmt sein würden, 
‚ N 
sondern müssen entweder auf Potenzen von (m)"' zurückgehn, deren höchste 
30— 2 oder nach der Aufmultiplieation 6e — 4 zum KExponenten haben wird. 
Die Coetficienten von Potenzen, deren Exponentensumme = 60—4 ist, sind 
oeleich und wir haben also nur die Hälfte derselben zu behandeln. Von | 


diesen sind nun einige einzeln = 0 zu setzen, andere zu je zweien einander 
eleich und einer ganz beliebig. Dieser gehört zum Exponenten 5e—2, | 
denn es Ist 


) 


K,,_,((m)” + (m) ’)= 0 (mod. p = (m)” +1), 


tolelieh K-,_, unbestimmt. Gleich sind je zwei von diesem ihrer Stelle 
nach gleich weit entfernte Coefficienten, also K,;,_,,., und K;, 2 »,, dies ergiebt 


„ 1 Gleiehungen, und einzeln verschwinden „+1 Coeffiecienten nämlich 


2 


dv Ü anı.: 
-I4+c# ) — » Gleichungen 


W.. ,„ bis K,. ,. Es werden also ebenfalls el ö 
im Ganzen erhalten werden. Da nun dies so erhaltene System durch eine 
lineare Substitution [4,7] = F((k,D) in das unter A erhaltene übergehen 
muss, so finden eine Menge Relationen zwischen Binomialeoeffieienten und 
Kreänzungseoeffieienten statt; —- 


oder wir müssen die linke Seite jener ÜUongruenzen 


BR 7 EN \ ) 
„h: 5, K,.,0 "= Factor- E 
1 en 0 m 
setzen. Da 
9» 3 
p « nn) : N) 2 ! 2v( ® 3) I + . 
= (= 0"+200° "+ 0” "+. 
n” Rn | 1.2 


ist. so muss der Faetor von der (oe — 2)ten Potenz sein, also 
jr | 


— 3,(—0,.)0". 


0 


Ks werden also die e Congruenzen 


“ 


„VÜ 2 1 r en‘ - ge—1 en‘ v \ N. 20" 
h .h“  3,K,,0” +[3,0.0”].[8,0,0” *] = 0 
’ 0 0 BU 
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veordnet 
‚var—t nr 
' .h: z, L, 2,0 () 
m 30 .. .... ABEET 79 
durch Auflösung von , linearen Gleichungen 4 = 0 füro’ + „ Unbekannte 


zu befriedigen sein. Die Ausführung dieser Andeutungen würde jedoch die 


dieser Arbeit gesteekten Grenzen überschreiten. 


Schluss. 
Es bleibt noch übrig, die Modifieationen, deren vollständige Unter- 
suchung sehr umfangreich ist, hier in dem leichtesten Falle v» = u+2 ab 


zuleiten, um die obigen Angaben zu rechtfertigen. 


Die positive Wurzel x der anfangs erwähnten Congruenz x == 2 (mod. p 

’ l (v—1) 
oder, was dasselbe sagen will, dam =2 ist, 2 = m (mod. p) hat den Werth 
Ö,. demn (0, = 6,+2=2. Wir haben also einerseits m = — ©, anderer- 


seits setzen wir m = y2. 


Da nun die e, (z gerade) nur gerade Potenzen von m enthalten, so 


ist es gleichgültig, ob wir 


£ ’ - m 
.,.= 2: (2,20) 0,, mod.p) 0<e, > 
und hierin 
} ' . 
U)», m ım 4 + N e m ( 
oder 
e, RB 20 ( ) 


sehreiben und hierin 


denn 
Y2”’=2 und (—0.)” = 2. 
Anders aber bei den e,. 4 ungerade. Möchten wir, wie vorhin 


1 


> 


e, u .r \ A, 20 4 1 U(% +1) 
l 


annehmen, so würde e, eine im Verhältniss zu den Werthen, die es that- 


sächlich haben kamn, viel zu grosse Zahl werden, oder irrational. Setzten 
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wir es aber 


ı 


> 
- 


ee Py (A, 20 +1 02413 


1 
so wären wieder die Coeffieienten (A, 20+1) zu grosse Zahlen und die 
vorhin gegebene Auflösung durch lineare Gleichungen nicht anwendbar. 


M 
beide Uebelstände werden aber dadurch gehoben, dass wir, da Y’?m—2 


ist, für e, die Form Y2E, annehmen, wo nun 


7’ 


1 
E; “= EZ, (4,20+ Dd.s 
=. 
Für die Congruenzen 


> Ar—1) 1 


ht ar lan nt Fi erden = 0 (mod. p 
2 2 l 


wird aber nieht sowohl e,=Y2E,, sondern (—0,)E, einzuführen sein. 


Dann werden dieselben 


pn. ?  M-) „ Ai ec 
1 . u eur En 6,0.) — PY E, 0,0; Bere v: 
. 2 l 
0,6, ist aber ©,,;— 6,_;, und man beachte, dass ©, „= — 06, und 6,,,; = Ö,,_; 


ist. Lässt man dasselbe Gesetz auch für die Bezeichnung der E gelten, also 
E_„=-E, ud Eu =E.-» 


so kann man, wie sich leicht ergiebt, 


2r—1 2 1 
‘ 


3: E0,0,;= Z3ö,(E,.-E,_; 
l l 


) 


setzen und wird hierin (m) ' statt (m)' substituirt, so erhalten wir, da 


. 1 * [2 * [2 [2 [3 
( N - > ist und =m=-—I1, mithin 6,4-n =3-0, wird, 3= +1, 
20 —1 2r—1 
n ni = ” * « ’ Al \ 
&; E,0,0;0% u” Ss; 3-CHhe 1) E,.,—E, / 
1 1 


und 3 wird hierin 
+1, für A=1 oder O0 (mod.4), 
-1, für A=2 oder 3 (mod.4). 


v 


Mithin haben wir, wenn E, ;—E,_;,=E, geschrieben wird, 


.V 2(r—1) . wi .« h 
h: er I, 0, Oaan-ı) 78 E; On) = v, 


1. I u 
wobei das + Zeichen für a = 2 und 3 (mod.4) zu wählen ist. Dies System 
lässt nun für die Grössen e, und E, genau dieselbe Behandlung zu, wie 











h 


’) 











oben für die Grössen e, und e,. 
(Gleichungen, nur dass bei den Gleichungen für h = 1 
Coeffieienten der Unbekannten (A, A). 
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und 0 
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Wir erhalten auch dasselbe System linearer 


die 


mod. 4 


), und 4, ungerade, das entgegengesetzte 


Zeichen erfordern. — Hat man dann die E, gefunden, die ja Summen und 


Das Coeffieientenschema für die A! 


Differenzen der E, sind, so werden hieraus die E, 


bestimmt. 


Beispiel. 


v—=ı9r=Nn. 


der oben unter v—=5 erwähnten Schemata wählen, folgendes 


Coeffieientenschema ve = 3, v—=)D. 


ist hier, wenn wir das zweite 





























0,0/14,0:!12,2|/6,212,0!60'02'4,2 1,1/,1/15,1/13,113,3|5,3 | 1,3 | 7,3 Jfr. Glied 
dell ı 2 2 2 
\/ — 4 t — 2 ‘) ) 
- f | | 2 Z 
! hj=21 + -2 2 2 
I, — - 2 2 2 
\. _—y ! | 
9 =4 - | 
ng r + |- 
h =5 _— _— t | ] 
IT | 
Re \ =4 
| P == 2 
h=3 t _ 
h=] 
u: Er 
.» 
a2 = | 
r 3 + 
Werthe 6) (-3) ) MW) (2) (—2) (4) 2) (1) (3) (—3) (—3) (1) (1) (1) (D 
und (4,0)= —1. Hiemit werden nun die e, 
e, [a rn » : v4 
ee 0+40,—6b, also = —nc -] 
C, nn > > 
2 — +10—-2, alo 8= ni : 2 
N 
e “ [1 « > > 
2 == +20—-5, also es, = n20 +1 S 
e ) ‘ » 
- +10,—2 also = n0 2: 





n 
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ferner die E, | 
E un [nn 
t=-10,+10 
l 
E en ‘ rn 
ii + 1 0, —30 
rn 
E. 2 SR 
= +10,—30 
N 3 
E. en ‘ 
- _ +10; — 30; 
n 
also, da 
4 v Al 
E, un E; p. E; 
E; Pr E;+E, 
E;- Eur E,+E,; 
ist, SO 
ı—-ı E-E)=0 
n 2 \445 3, 
E y Y en 
= U(E—-E)=19,—2 
n 
E. 
ei 
n 3\ 4 t L; 
E. 7 7 en ‘ rn 
- =1i(E, 4) = 0,—530, 
n 
also die e, 
ze 2 A > V, e, —— () u () 
n n 
e / E. / yo < ‚ar nn N 
— Y2 e— Y’2(0;-20), e; = uy2(0 +0) 6 
nm n 
e ’ / nn. / N, 
= -22=Y72( —-0), =nV2(-0) =—4 
n n 
#4 IA E_ / an an an 
_ — 72-7 = Y2(0,-30), e=nV20’ = 8 
n n 
worin 
4 2 e 
. z 1 n / 
n=/m =4, O=m-— wnd m=Y2 


m 
ist und 
nö) +22 +n 2 ++ av HH +2 
wird identisch = p. 
Zusammenhang zwischen den Gongruenzen 


.Urr—1 


„.R Er e,0, = 0 (mod.p) 
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und der Bedingungsgleichung 


p=&+2 B3 e). 
Sondert man bei den Congruenzen die dem Index nach geraden e, 
von den e, und quadrirt beide Seiten, so erhält man leicht 
e,+22e,=0 (mod.p). 

Sollte nun ausser den e noch ein zweites System ganzer Zahlen y die 
Congruenzen erfüllen und auch 

y=-1l (mod.4) und +29, =p 
sein, so würde man 

(s— 9) +22(e,—g,)=0 (mod.p) 

folgern können und hieraus 

+2e9+222e,g)=0 oder — 6p. 
Nun ist aber 

+2eg, = e,+g, also + 2a +2Z2e,g,) — 2p, 

folglich = 0, und es sind daher die g nicht von den e verschieden. Kin 
System e muss es aber geben, wie aus der Definition der Zahlen e tolgt. 


Königsberg, den 4. Februar 1878. 


Journal! für Mathematik Bd. ÄXXXVII. Heft 1 u. 2. 15 











Auflösung der Gleichungen fünften Grades *). 


(Von Herrn L. Kiepert in Darmstadt.) 


Herr Kronecker hat bei seinen ausgezeichneten Untersuchungen über 


die Gleiehungen fünften Grades gefunden **) 


‚ dass ihre Auflösung abhängt 
von «der Lösung einer Gleichung sechsten Grades in f‘, deren Wurzeln sich 
durch Anwendung elliptischer Funetionen explieite darstellen lassen. (Man 
vergleiche auch die Abhandlung von Herrn Brioschi: Sul metodo di Kronecker 
per la risoluzione delle equazioni di quinto grado. Milano 1858.) 

Schon vor einigen Jahren machte mich Herr Weierstrass darauf auf- 
merksam, dass diese Darstellung wahrscheinlich einfacher werde, wenn man 
seine Funetion 9a statt der Jacobischen Bezeichnungen einführe, und ver- 
anlasste mich auch zu Rechnungen, die aber damals nicht ganz den ge- 
wiinschten Erfole hatten. 

Ich wurde zu diesem Probleme zurückgeführt, als Herr Klein im 
Anschluss an seine Untersuchungen über das Ikosa@der, die später zu- 
saımmengefasst in den mathematischen Annalen erschienen ***), eine Notiz 
in den Rendi conti) veröffentlichte, in weleher er darauf aufmerksam macht, 
dass «die Gleichung, aus welcher Herr Kronecker bei seiner Methode den 
\iodul der elliptischen Funetion berechnete, im Wesentlichen von der 
absoluten Invariante der elliptischen Function abhängt. Es gelang mir so 
im Anschluss an meine früheren Rechnungen fast unmittelbar, die Formeln 
für «die Auflösung jener Gleichungen sechsten Grades für einen wichtigen 
Speeialfall (@ = 0) zu finden, welche in $. 3 auseinander gesetzt sind. 


Ich will hier gleich bemerken, dass inzwischen Herr Klein seinerseits 


=) Ein Auszug dieser Abhandlung findet sich in den Nachrichten der Göttinger 
(ses. d. Wissensch. (Sitzung vom 6. Juli 1878 p. 424.) und in den Annali di Matematica, 
Serie IP’, Tomo IX’. p. 119. 
=#) Kronecker, Extrait d’une lettre a M. Hermite (Comptes rendus 1858, 6 Juin), 
und Ueber Gleiehungen fünften Grades (Monatsberiehte d. Berliner Akademie 1861 
pP. HU). 
=##) K]ein, Weitere Untersuchungen über das Ikosaöder (Math. Annalen Band 12 
pP. 05 — 960). 
+) Klein, Sul!’ equazioni dell’ leosaedro nella risoluzione delle equazioni del 
quinto grado, 26 aprile 1877. 


as 


Pr 
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auf ganz anderem Wege zu analogen Formeln geführt wurde *), und zwar 


stellte sich unsre gegenseitige Beziehung merkwürdiger Weise so, dass er 
mir auf mein Schreiben, durch welches ich ihm im December 1877 mein 
Resultat mittheilte, antworten konnte, er sei den Tag vor Ankunft meines 
Briefes gerade zu derselben Formel gelangt **). 

Im Folgenden habe ich diese Untersuehungen von meinem Standpunkte 
aus eingehend dargestellt, und habe namentlich im letzten Paragraphen 
ausgeführt, wie sich nunmehr die Lösung der allgemeinen Gleichungen 
fünften Grades gestalten lässt. Wesentlich ist dabei für mieh die neue 
Arbeit von Herrn Gordan***) gewesen, auf die ich weiter unten noch zu 
sprechen komme. 

Die Zielpunkte, die Herr Kronecker im Auge hat, und die nur zu 
erreichen sind, wenn man Funetionen mit zwei Parametern zur Lösung jener 
Gleichung sechsten Grades verwendet, sind bisher noch ausser Acht ge 
lassen, ich hoffe aber, in dem Folgenden bereits die Grundlage für weitere 


Entwiekelungen zu besitzen, die auch in dieser Hinsicht befriedigen. 


Ss. 1. Methode von Herrn Kronecker. 

Zunächst soll die sinnreiche Methode, die Herr Kronecker gereben 
hat, mit einigen Worten auseinandergesetzt werden, und zwar will ich dies 
in einer Form thun, die ich zum Theil wörtlich einer brietlichen Mittheilung 
von Herrn Weierstrass verdanke. 

Die Auflösung der allgemeinen Gleichung fünften Grades lässt sich 
abhängig machen von der Lösung der Gleichung 

(1) (F+a)’(f+5a)+10b(f+a)+Aclf +a)+5b’— Lac (0 
in der f die Unbekannte bezeichnet, während a, b, e rational aus den 
Coetfieienten der Gleiehung fünften Grades und der Quadratwurzel aus ihrer 
Diseriminante zusammengesetzt werden. Diese Gleichung für f ist zwaı 


von höherem Grade als die ursprüngliche, gleiehwohl aber viel einfacher. 


*) Klein, Ueber Transformation der elliptischen Funetionen und die Auflösung 
der Gleichungen fünften Grades. (Math. Annalen Band 14 p. 111-172. 
*#) Vergl. Seite 147 der eben eitirten Abhandlung. 
=##) Gordan, Ueber Auflösung der Gleichungen vom fünften Grade. (Math 
Annalen Band 13 p. 375 —404.) 
7) Um Irrungen zu vermeiden, möchte ich erwähnen, dass hier, dem Beispiele 
von Herrn Kronecker folgend, immer --a und -+e gesetzt ist, wo bei Ilerın Briosch: 
.a und — ce steht. 


| y x 
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nieht nur, weil in ihr blos drei Constanten vorkommen, sondern haupt- 
sächlich deswegen, weil unter ihren Wurzeln lineare Relationen bestehen, 
welche charakteristisch für sie sind. 

Wählt man nämlich unter ihren Wurzeln irgend eine (f) aus, so 
lassen sich derselben fünf andere fi, fi, f» f, f; in der Art zugesellen, dass 
unter ihnen entweder die Relationen 


h+ i+ k+ kß+ kh=+tf3, 
2) hrehteßtehßteh=t, 
In en +tefptepteh=0, 
oder die Relationen 
it At hr hr AED, 
2) \hrefitiehßtekßtefhmt, 
Inter, +efp+tefptefi=0 


bestehen. wo 


2 an\, .. (?n 
i=6" = cos ( z ) | isin ( 5 ) 
sein .soll. 

Diese drei Relationen sagen aus, dass man f, fi fi, fa, fa, /; dureh drei 
Grössen A, A, A, in folgender Weise darstellen kann: 

(3) zf=AyYD, f; = At: Aıte” A, 
oder 

3.) Ff= Ar), = Arte AıtE” Au 
Umgekehrt erhält man, wenn sechs Grössen f, fi fi fa, A, f; durch die Re- 
lationen (2%) oder (2°) mit einander verbunden sind, für die Quadrate der- 
selben mittels der Ausdrücke (3°) resp. (3°.) eine Gleichung von der Form 
(1.), in der a,b, e ganze rationale Funetionen von A, A, A, sind. 

Nun hat Jacobi gefunden (dieses Journal Bd. 3, p. 308), dass in der 
T'ransformationstheorie der elliptischen Funetionen Grössen vorkommen, 
welche Wurzeln einer Gleichung von der Form (1.) sind. Ist z. B. 
sinam (uw, 4) durch Transformation fünften Grades aus sinam (w, k) entstanden, 
so hat « für einen gegebenen Werth von % sechs Werthe, und diese ge- 
nügen, für f” gesetzt, der Gleichung (1.), wenn man 

a=—1l, b=0, c=2k(1—#) 


macht. Ich will deshalb nach dem Vorgange von Herrn Brioschi die 
Gleiehung (1.) eine Jacobi-Kroneckersche Resolvente nennen. 





PER 
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Zur Lösung der allgemeinen Gleichung fünften Grades reicht aber 
die Gleichung, welcher « genügt, nicht aus, weil man von den drei Grössen 
a,b, e höchstens der einen durch Einführung einer Substitution einen be- 
stimmten vorgeschriebenen Werth geben kann, während die beiden andern 
variabel bleiben müssen, wenn ein von Abel für die algebraisch lösbaren 
(Gleichungen gegebener Satz, den Herr Kronecker auf die allgemeinen 
Gleichungen übertragen hat, Geltung behalten soll. Herr Kronecker ver- 
langt nämlich, dass alle bei der Auflösung der Gleiehung benutzten Hülfs- 
srössen aus den Wurzeln der Gleiehung (abgesehen von Wurzeln der 
Kinheit) rational zusammengesetzt seien. 

Dieser Forderung genügt bis jetzt keine der gegebenen Auflösungen 
der Gleichungen fünften Grades, denn bei allen kommen irrationale Fune- 
tionen der Wurzeln zur Anwendung. 

Man kann z. B. die allgemeine Jacobi-Kroneckersche ltesolvente auf 
eine specielle reduciren, in der a gleich Null ist. Es giebt nämlich un- 
endlich viele Funetionen f von den Wurzeln einer Gleichung fünften Grades, 
die einer Jacobi-Kroneckerschen hesolvente genügen, und mit den zuge- 
hörigen Werthen fi, fi, fa fs, fı die Relationen (2°) oder (2’.) befriedigen. 
Solche Funetionen sind nach den Angaben von Herm Kronecker z. D. 
folgende Ausdrücke, in denen z,. 2, 7. &,, z, die Wurzeln der gegebenen 


Gleichung fünften Grades bezeichnen: 


m=-=4 n=4 > m—4 n—4 2) 
a x v 2 > ® NT x y 3 . “NIT 
[= 2 2 Inn Dtm SM; und f= 3 23 © Cnrn Omt2n BIN = 
77 v) N 1 . „ i) n ] “ 


wobei die grösseren Indices auf die kleinsten Reste modulo 5 zu be- 
schränken sind. 

Da die Relationen (2°) und (2°) homogene Iimeare Gleichungen sind, 
so gelten sie auch für f+ef‘, wenn sie für f und f" einzeln gelten, was 
auch © sein mag. Daraus folgt, dass f+ef’ ie Wurzel einer Jacobi- 


Kroneckerschen kesolvente ist, wobei noch e so gewählt werden möge, dass 


(+Hef\t+htof)+lfitefi\ +kRteof) +Hhrteß)+(hteh) V 
wird. Dies giebt zur Berechnung von © eine quadratische Gleichung, deren 
Coetficienten aus den Coeffiecienten der gegebenen Gleichung und der 
(Juadratwurzel aus ihrer Discriminante rational zusammengesetzt sind. 

Durch diese Bestimmung von e erreicht man, dass f+ef’ die Wurzel 
einer Jacobi- Kroneckerschen Resolvente wird, in der die Grösse a gleich 
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Null ist, die sich also, wenn f statt f+ef’ gesetzt wird, auf die Form 

(4) f"+10bf+4ef +56 = 0 
redueirt. Auch für diese Gleiehung giebt es in der 'Transformationstheorie 
der elliptischen Funetionen ein Analogon. Ist nämlich 

cosam 2.2 cosam 4.2 

17 osam4l cosam22 
wobei 22 der fünfte T’heil einer Periode ist, dann wird z die Wurzel der 
Gleichung 


6 160 3 sn 16h? hr?) 5 


Mu ß 2 . Mau = — (), 
k'xk' k*k'' ” k*’k'? 


Setzt man daher mz = f’, so hat man % und m so zu bestimmen, dass 
16m’ 2"m’A— 16K’K'”) 


er kh" 


n 


wird. Man hat also zur Bereehnung von A°k” die kubische Gleichung 
ee — (d— 164)’ 
eur 
aufzulösen und findet dann den Werth von # durch Auflösung einer qua- 
dratischen Gleiehung. Für m ergiebt sich schliesslich der Werth 
b?(1 —16h®k"®) 


m : 
Ac 


$.2. Hülfsformeln. 

Ehe ich mit der soeben angedeuteten Lösung diejenige vergleiche, 
die durch Anwendung der Weierstrassschen Bezeichnungen möglich wird, 
will ich einige von Herrn Weierstrass in seinen Vorlesungen gegebene 
Formeln anführen*). Es seien 2» und 2» die Fundamentalperioden der 
elliptischen Funetion 9, welche dureh die Differentialgleiehung 

5) (gu = Alpu)’ — ypu—g = tlpu—e)(Pu—e,) (pu— e;) 
definirt ist. Dabei sei für den Fall, dass 

6) 4=16(e, -—e,) (es -—e)(&—e) = p— 271g; 
erösser als Null ist, wo also e,,e&,.e, reell sind, 
e, > & > &% 
*) Die wiehtigsten Formeln, die sich auf die von Herrn Weierstrass in seinen 


Vorlesungen eingeführte Funetion px beziehen, habe ich meiner Abhandlung „Wirkl. 
Ausführung d. ganzzahligen Multiplication d. ellipt. Funetionen* vorangeschickt. 


YY\N\ 


(Dieses Journal Bd. 76, p. 21-33.) 
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Ferner sei 


urri w’Tti 


Fat Ama 
so dass h dieselbe Bedeutung hat wie bei Jacobi der Buchstabe q. Ge. 


wöhnlich wird » durch die ausserordentlich stark eonvergente Reihe 


) / f l u u ! \9 rn I\P$B 
auseerechnet, wobei 
+ 4 
/ Ve —e,— Ve -e, 1 — yh' 
.. 4 4 I N k' 
ve —e+yYye —e, 


ist. Dazu braucht man die Auflösung der kubischen Gleichung 


Ip = N. 
* 
bei der folgenden Uptersuchung kommt es aber gerade darauf an, dass 
diese Irrationalität umgangen wird, und dies ist in der 'T'hat möglich, da 
sich mit Anwendung hypergeometrischer Reihen & und ®' als Funetionen 


3 4 


der absoluten Invarlante - berechnen lassen, also auch h = e ‚ was 
immer noeh nicht hinreichend" bekannt ist. (Vergl. H. Bruns, Ueber die 
’erioden der elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung, Dorpat 1875 
und F. Klein, Ueber Transformation d. ellipt. Funetionen und die Auflösung 
der Gleichungen fünften Grades. Abschnitt I. Math. Annalen Band 14. 
p. 111— 126.) 

Setzt man nun noch 


"PRERR w I =s | 
’ 7° u.* von 
sin 
(ı) 
S0 wird 
‘) a ” en 1 ' f BE Yy. ) 
> w — 3 —3 / 1 —h”z hr’ g5 \ 
( as 23 Ä 
( «Jo. ) ie) (1 — = { . \ ) ) I) 
7 2%: HA I—h 1—h 
und 
(10.) otu+2mw-+2nw) = (—1)”” a a 
Hierbei gelten noch die Relationen 
o'w 5’ 
7 a „, 270 —-2nw=ni, 
OW OW 
d’\g(o u) 
() „ . 


du? 
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o(v— u)o(v +) 


(11) gu—pe (o0)(ou)’ 


(b7 +1)? 


R 1 i I vo gi 44% ” = 
k: Ar - ("Jr 17 (1—h” -(*) 3 (—1)h ” 
y-] = 


8.3. Darstellung der Grössen f. 


Es sei jetzt 


1 
20 /4w\ 
‚2e)_,(4e) 
2 2 
dann findet man durch Anwendung der bekannten Transformationsglei- 
chungen *), dass 5 der Gleichung 


10 .„„ 129g, > 


de) 547° p5trz 0 


De | 


genügt. Damit diese Gleichung für f= 5°’ mit der Jacobi-Kroneckerschen 
Resolvente (4.) identisch wird, hat man nur zu setzen 


ro. ER te RL, —e'—27b° BE - —.c? 
(18) Se a A AT ER Te 
Jetzt haben wir nach Formel (11.) 


MET. >) 
e( - N Y) o, . )( E 
da aber nach Formel (10.) 


6w ih te 4o\ 0. /4w 
o( : )= o(- : +20)=-e° o(- —-)=e°’ o(- ) 


ist. so wird 


06). f=® £ ol 1 )( e er 


*) Vergl. Felix Müller, De transformatione funetionum ellipticarum. Berlin 1867 
bei Calvary. 

#=#) ])iese Darstellung von f scheint von besonderem Interesse zu sein, da sie eine 
Verallgemeinerung zulässt, die für die Auflösung der Gleichungen höherer Grade von 
Wiehtigkeit ist. So hat z. B. bei Auflösung der Gleichungen siebenten Grades die 


(+rösse 
+n 


EP z o( Ar )o( )o( = ) 


die entsprechende Bedeutung. 
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Ti Yu ri ' 

- . 5 1 > = U) 5 — uÜ 

Nun ist 3= =e für =, und z=e’ =e für u - „ deshalb 


ist nach Formel (9.) 


(%) M - w * sin ( ; yn ( he Re ). 


4io\ 2m A, (2nırze Ahr Ihren 
ze .e sin ( = ) an im I) 


also 


f = ee ) sin (2 --) sin (+) 1, A. zu. 


h 
Dieser Ausdruck lässt sieh noch einfacher schreiben. denn es ist nach 
Formel (12.) 


N WORT dein . F rt 27 h 
(—-) = Ih EL (1—h”\* und 4 sin( z ) sin ( o)=y 
folglich wird 
B> { 1)* h l 
‚4m \ R /£ Y 
(17) f=h Ab (- rn -) nA; u 0 
et 1)’ h 


Dies ist die oben besprochene Formel, welehe, unwesentlich modifieirt, 
Herr Klein fast gleichzeitig mit mir gefunden hat. 

In ähnlicher Weise lassen sieh die Grössen fü, fi. fa: fs: fı bilden, 
wenn man 


20 --48ro\’ /4W--96r@oN\’ 
o|\ | 


= 0 
#. 1 = 5 EL 5 
Ei, ee -4Sro' er rw \ en ee + 4Srw \ „(dw'+-144rw\ 
PT - ) . a / " 5 ar 5 


setzt. Gewöhnlich werden bei Transformation der elliptischen Funetionen 
die Perioden der transformirten Funetion mit 
2 | 2 --16rw 


20 resp. 2w, F=a12..»—1) 


n n 


bezeichnet. Der Grund davon. dass man ?o--16rw und nieht 2w-->2ro 
schreibt. mag wohl darin liegen, dass in den meisten Rechnungen die 


w’nmı W’ni 
ss (v) , ( . ry\ » 
Grössen h=e und A! =e*" benutzt werden. welehe bei der Transtor- 
mation übergehen in 


n 1 Sri N) Ir ri 


h" und A* resp. h’".e”" und h”.e”. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXVI. Heft lu. 2. 16 
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I 
Hätte man 2r statt 16r geschrieben, so würde bei h’” ausser der nten 


Wurzel der Einheit noch eine achte Wurzel der Einheit als Faetor hinzu- 
treten. 

In dem Folgenden spielt nun die Grösse bh"? eine grosse Rolle. Um 
also eine 24te Einheitswurzel bei 4’: zu vermeiden, schreibe ich die Pe- 
rioden der transformirten Funetion 
>. 20 resp. 2w, „mei. nina 
N 
Dadurch wird nur die Anordnung der f eine andre, weshalb ich auch in 
den Formeln (2%), (2”.) und (3°), (3°) bei der Grösse f das untere Vor- 
zeichen erhalten muss, während man bisher nur das obere Zeichen hatte. 

Nach Formel (10.) wird 

o( G+-isäre ) in o(- 4w' -- Höre Law 18rw) 


9) 


n 


’+24rw 
2m +48,n) (7 ) 4w' — 
=. u 


und deshalb 


ww’ 24r ' » 
-(27'4+4877) (- ”) 20’ 448r 4 +96rw 
Pix FE (OP, ee), 
> 5 
. 2w' +48ro . ı Di s \ 
Für u = — wird z3=h’e”, und nach Formel (9.) 
.)> 
( 2" -} u 
GO ae 
> 
‘ ?n ee BA —! 2 , +3 9% 27-7 „2% 
2 w 5, (w’+24r7w)” h5s 2 h Find A ri—h ’ &° 1—h € “ ) 
— . ut 7 
a 2i EN 1 —h” ’ 


und ebenso 


( 4w' --9hro \ 
O J 


Nr 2a 2 a 5 ? 2y— —48r 
2 ie (w’+?4rw)? h5 at üchc h sg -?H 1 / mn h ?v+? +97 1—h ver & 48 ) 
—_ 'e f £ . ee iu > . pP 9, FE 5 . 
zT 2i y—l \ 1—h” 1—h” 
Dies giebt 
2y 
/ /w ) ar 2 2 Ad— erh 5) 
u ro.” i > 5 i -i 
| \ 7ı y—i (1 -h’’ ) 
oaAer 
j 6 2 
2v A Ay (62 41)? at - ” 
| , 9% 1 Pal 737 h 5 Pic ) € l 
6 | um au -2 Pr 
(18 fi = —E£ h 13549 EL ( N 2, ) = / 2 GH): 
zn ® 
u. 
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Wenn man also 


| , v=% ae (4 en 
(19). B= 4"h" 1 (1—h”) = 4* 3 (—-1)h " 
setzt*), so wird 
5(6/ +1)? 


\2./= hy II 1—-h"”)=Y5 5 (1a * 


(20.) 25 (07 +1)? 
ge OS. in mia 
B.f, —— e h’’ n ( En ge h ) ) — > En 1 )‘ gr +1) h th) 
\ 3 1 — N 


$.4. Andere Darstellung der Grössen f. 
Die Grössen f haben noch eine andere interessante Bedeutung. Naelı 
Formel (12.) ist nämlich 


- ‘ (b/ +1)? 
} N» ? u ) 77 { in 2 
4“ =|\- Jan a-m)=( J)Z2-1h ' 
() I l () L. 


Sind nun D, D,, D,, D,. D,, D, die dem 4 entsprechenden Diseriminanten 
der transformirten elliptischen Functionen, so wird analog 


T. 


D*=(") ne d-"), 


DE =() en" ni-eh®), 


also 
/ 17) E 


B=(9) 4“, B.f=(?)D*, B4=-(2) Di 


st 


folglich ist 


I l 


(21) "f=Di, 2f,= — DE, 
$.5. Relationen zwischen den Grössen f, fu. f + f.: fs fı- 
Mit Hülfe der Gleichungen (20.) ist es leicht zu zeigen, dass zwischen 
den Grössen f, fü. fi, fa, ß, f; die Relationen (2’.) bestehen. Es ist nämlich 


=. (b14 1)? 


B.f;=- 3 (-Ve"tIH % 
—T. 
und setzt man ,»=Du +v, wv= 0, 1. 2. 3. 4. so wird 
„7167 +1)? “un g’tör4 1)? 


u ww TR io 
*) Die Grösse 4° ist wegen Formel (12.) nicht als Irrationalität zu betrachten. 
Auch der Factor h'? hebt sich in dem Ausdruck für f fort, wenn man die Entwicke- 


| 
lung von 4" einsetzt. 


16 * 
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und dies ist bezüglich für 
‚=Q, vl v2 1-3) v4 
2? er e €, 1. 
Deshalb wird. da sieh in zEB.f alle Glieder fortheben, in denen v» von 4 


verschieden ist. 


ER e- 25(6u +5)? 
EBfL=-5y(-1ı * 
r 0 —% 
oder wenn man u = —4—1 setzt, 
r—4 + ' 5(64+1)? | 
zB, =B2(-13 ” = Bf. 
A, — 


Damit ist die erste der Relationen (2°.) bewiesen: 


ae ae 
. (fi + h+hk+rfı = frD. 
"erner ist 
r% (6/4 1)? 
B. g“’ f} — —_ Ze (—J )‘ g' I r(b2 +1)? h u) 
I. 
und es ist für A=Du+rv 


?r+r(öi+1)? _ „?rt r(bv +1)? 


€ € 


Dies wird aber bezüglich für 
‚=0U vl v2 ya) yaä4 


31 N r Ir !r 


gif €, 


\ 
\> 


tolelieh ist 
r—4 
EB."f,=0 oder So +efitefptehtefh=0: 


ebenso zeigt man, dass 


hteftepßtefßteh=t, 


und dies sind die beiden andern Relationen (2’.). 


$.6. Bildung anderer Funetionen, die einer Jacobi-Kroneckerschen Resolvente genügen. 

Schon Herr Aronecker hat in der oben erwähnten Abhandlung ge- 
zeigt, wie man aus eirer solchen Function f andere herleiten kann, die 
vleichfalls einer Jacobi-Kroneckerschen Resolvente genügen. Herr Brioschi 
hat sogar in seinen interessanten Untersuchungen über diesen Gegenstand 
(diese anderen Funetionen explieite gegeben. (Die Resultate seiner früheren 
Arbeiten sind sehr übersichtlich in seiner neiesten Abhandlung: Ueber die 
Auflösung der Gleichungen vom fünften Grade, Math. Annalen Bd. 13, 


p. 109— 160 zusammengestellt.) Die von Herrn brioschi aufgestellten Aus- 





d 


d 
d 
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drücke will ich auf die eben besprochene Function 


RUE | 
/ ( 2 ) ‚dw \ 
] 
5 P\T5 ) 
anwenden. 
Es sei zunächst f die Wurzel der allgemeinen Jacobi-Kroneckerschen 
esolvente 


(1.) ("+a)(f+5a)+10b(f+a” +L4ce(f+Ha)+5b—4ac = UV, 


dann genügen sechs passend gewählte Wurzeln der Gleichung f; fü. fi: fa» [+ fi 
den Relationen 


+ 


+ fi h+ k+ A=+fY), 
(2) htefitef+tehßtefh=d, 
Inter ref e 34 € fi =), 
oder den Relationen 
Us fi + f: + f; + fi . +f} ), 
2) Ihrefteftehbtehmd, 
h+efitehRteßtefh=d. 
Ebenso werden aber auch die Grössen 
of of, of, of, of, of, , 
oa’ da’ da! da’ da’! da’ 


of o v of, of, ( f; of, ö 


ob’ ob’ ob’ 0ob' ob ' ob 
Da: ak: Fa: FOR: AR 
oe’ oe’ ode’ oe’ oe’ 0e 


denselben Relationen genügen. Es ist daher ganz allgemein 
of 
LER 


of of 
I\z= ru rr 
oa ob oc 
die Wurzel einer Jacobi- Kroneckerschen Wtesolvente, wobei noch A, u, v 
76] RE: 


—, können 
oa ob OC 


ganz beliebige rationale Funetionen von a, b, e sind. 
als rationale Funetionen von f dargestellt werden, während f eine lineare 
Funetion dieser drei Grössen ist, denn es wird nach den Angaben von 
Herrn Brioschi 


f=201 +5 +106. 


ua OU OC 
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Man kann daher alle diese Functionen yz ebenso gut aus fund zwei andern 
passend gewählten Funectionen dieser Art linear zusammensetzen und zwar 
seien diese beiden Funetionen, wie man sie aus den Formeln von Herrn 
Brioschi ohne Weiteres entnehmen kann, 


f = (fa) (f*+ 5a) —-55]:2bf, 
f' = [f*+9af' +27 af +39a’f’+9bf’+20a’+14ab]- 1 


= ya a 
u Lu | 


so wird a gleich Null und 5 gleich —-, folglich ist 


1 
4 
(22) =4AP-5f"), f"=4HA+9P), 
und zwar genügt f' der Gleichung 
(23, f’-39) (f —-15g:) + 1600 4(f" —- 39)’ — 1800000 9.4 (f" — 39:) 
ar + 12800000 7° - 5400000 5,4 = 0. 
Hier ist also 
a=—39, b=160J4 c= —4H50000 5 4. 
in der Form 


Vz =pf+gf'+rf" 
sind daher unendlich viele Ausdrücke enthalten, die alle den Relationen 
(2’.) genügen und deshalb Wurzeln einer Jacobi-Kroneckerschen Resolvente 
sind. Die Coefficienten p, q, r sind dabei noch beliebige Funetionen von 
9, und 4. 

Herr Klein scheint zuerst beachtet zu haben, dass sich nicht nur 
die Uonstanten a, b, ec, sondern auch die vierte Wurzel aus der Diseriminante 
sı der Jacobi-Kroneckerschen hkesolvente rational durch die Coefficienten 
und die Quadratwurzel aus der Diseriminante von der ursprünglichen 
Gleichung fünften Grades darstellen lässt, während sich durch die Grössen 
a, b, ce nur die Quadratwurzel aus ı rational ausdrücken lässt. Da diese 

+ 
Grösse yrı von Wichtigkeit ist, möge sie bei den hier ausgerechneten Re- 
solventen jedes Mal angegeben werden. Allgemein ist 

Yan = 64 (—27 b’— € — 25a’ b* +40 ab’ ce— 16a’ c’+4dab’ ce — 20 a’ be). 


Dies giebt bei der Gleichung 
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2 +104P-12,f +5 = 0 


64.27.27 9? , 216 
a ‚4 " ai er 


ei Gleichung (23.) ist 


Yn = %.3, AH AN). 


Man kann aber, wie gleichfalls schon Herr Kronecker gezeigt hat, 
aus f auch andre Ausdrücke bilden, die den Relationen (2%) genügen, und 
zwar wird w ein solcher Ausdruck sein, wenn ganz allgemein 


B. a 
, b.z w - | )= 1 
f a)(y "5b’—4ac 


ist. Hier ist also 
S"+104-12gf+5=0, 


> ne | | '' 
oder wenn man durch Sf” dividirt und er : setzt, 
‚ 1 12g, 1 ,.- Or EEE ee li 2 
(24) u rt etz 0. 
Dabei wird 
+ 
1 / 216g, f’ 
= ig b=-{Z, c=0 N = 
3 2 5 ® 25 y5 


Man kann auch ıy selbst als rationale Funetion von f darstellen, denn es ist 
Wen +d eig: +5+iHLf”+10If-12gf +5) 
= 4(I°f"+104f’ +25) 
oder 


(23.) y= 3,5 (Il raf”). 


Aus den Untersuchungen der Herren Kronecker und Brioschi folgt, dass 


Vre- 


ind die zugehörigen Wurzeln der Gleichung (24.) den Relationen (2°) g 


ow ow ow 


nügen. Dasselbe gilt aber auch von er De ja sogar von 
,ow ow oO 
Yu SE ti uw — y' f . 
: Du oc 


wo 4, w, v' noch beliebige Funetionen von a, b, e sind. Die einfachsten 
, Ow F 
— + U 


Ausdrücke, aus denen sich 4 Er 
lässt, und die selbst solche Grössen sind, heissen 


26.) p=t(AfH5f), ef, p"=rlafrn. 


ow ‚OV %.. 
——— +yv'—— linear zusammensetzen 
ch oc 
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Die Jacobi-Kroneckersche Resolvente, der p genügt, ist wegen = wy5 


\ (3) (p— 15) + 250 A 3) +312 3-0, 
(24°) 


4 


| a=—3g, b=234, c=0, Yn= 216.94. 

Die Resolvente, deren Wurzel g' = f° ist, findet man sehr leicht aus 
2f"+104.P—-12gf +5 = 0, 

denn es ist 

(12,f') = 17283:p" = (SF +104p" +5), 


oder 
(Ip"+ 533° (Ap” +15) — 320 (Ay +53) 
i u | 51844} 
RS 9) AN Ar LAN _ OR 5 y 9: ua& 
3 Ber. Br RN ä ’ . IE 
De RE WEEZE NEE 


Man kann auch sehr leicht zeigen, dass 9’ = f’ den Relationen (2°) genügt. 
Bekanntlich ist 


v=% i=n ‚ ie a 
"am (ı-HY= &(-1)Y(2A+1)h * 
v1 i=V 


Wenn man also, der Gleichung (19.) entsprechend, setzt 


(?,+1)? 


B= SM NA-h’Yy= BEI 241) * 


0) 
so wird 
5(23. 41): 


Se REN 
Bf’ = 5V5 83 (—-1lyY(24-+1)h * 
0 


(27+1)? 


Bf = -3(-1Y (34) " 
0 
Jetzt wird wieder für A =5du+r 
Pa ip). gr +1)’ 
und dies ist bezüglich für 
v=(Q, =], v2 v3 v=4 


e, . 1, ri : 


_ 
da sich also in F$B’f’ alle Glieder fortheben, bei denen v von 2 ver- 


rt) 


schieden ist, so erhält man 


5?u+N)? 524 Hi)? 


BEf= 58V“ (lOu+5)h r = 25 8(-1)‘(24+1)h BET 


rv 
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d.h. es ist 


R+ht+tkt+kt+h = -fPy- 
In ähnlicher Weise ereiebt sieh dann auch 

ie) 

K+tefh+tefteßtefh =. 

h+efi Feßtefhte fi zu, 


Beiläufig sei erwähnt. dass 


28.) ff = —-  - 2WN ‚/ 
A ET) 


.) 
ist. Nach dem Additionstheorem der elliptischen Funetionen wird nämlieh 





plu+e)—plu—e)\(pu—pe) = -pugye, 
. . 4 . 2 4 
oder wenn man in dieser Gleichung u= „ ,„e=-. setzt, 
. m) 
20 (dw \}’ ‚/ 20 ‚/ Io 
‚2e)_ Cl ee) 
Is \ > v5) y 5 3 > 7 


Zum Schluss dieses Paragraphen sei noch die Bemerkung erlaubt, dass 
sich alle rationalen angeraden Funetionen von f linear durch die sechs 
Grössen f, f, f, 9, Y, g' darstellen lassen. 
Ks war nämlich 
f=f f=}(4f-5f), f"=4af+9P), 
»=tAf +9, e=f, pp =4(Af+HTf). 
Daraus folgt 
i af=2f 9%, Af=2p-, IP=f+Y, 
(29.) r Ar | , 
A SE a u ee 3 dei 2) 
Mit Hülfe der Gleichung 
2f?+10A-12:f+5 = 0 
kann man also alle ungeraden Potenzen von f und deshalb auch alle un- 
geraden rationalen Funetionen von f linear durch f, f, f'. y. g, p" 
ausdrücken. 


8.7. Ermiedrigung der Jacobi-Kroneckerschen Resolvente auf den fünften Grad. 
Die Modulargleichungen für die Transformation fünften, siebenten 
und elften Grades sind bezüglich vom sechsten, achten und zwölften Grade, 
lassen sich aber, wie bereits Galois gezeigt hat, auf einen Grad herab- 
Journal für Mathematik Bd. LXXXVII. Heft I u. 2. 17 
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drücken, der um eine Einheit niedriger ist. Für die Erniedrigung der 
Jacobi- Kroneckerschen Resolvente hat Herr Brioschi folgende Ausdrücke 
vereben. Es ist ganz allgemein 
3) = —--Dfe-Lfa-L, F=0,1,2, 3,4, 

yv> 

dann werden 9%. Yı. % 9%, Y, die Wurzeln der Gleichung 
+ 

31) y-+10by +59 —4ac)y—Ya = 0, 

wo 7r wieder die Diseriminante der Jacobi-Kroneckerschen Resolvente ist. 
Hierbei ist y, nur scheinbar eine Irrationalität, denn bildet man y, 

wirklich, indem man für f und f, ihre Werthe aus den Gleichungen (3".) 
oder (3°.) einsetzt, so findet man ohne Weiteres 


F-kR = (tl) (Gute) 
fr+2— Ir+3 (+) (far): 


so dass man auch setzen könnte 


ae 
} —(E re ) ) ? . \ 
us Bere h (f - Ka ler) 
y3 
(Im Uebrigen lassen sich auch mit Hülfe der Gleichung (31”.) alle Aus- 
drücke so umgestalten, dass sie nur y,; enthalten.) 


l 


Auch andre rationale Ausdrücke von den Grössen f führen zu einer 
tesolvente fünften Grades. 
Wendet man diese Erniedrigung auf den Fall 
l | 3g, 


f = ‚also 0=0, b=—, c=—- ‚Yn= 


(20 N dw \ A I? 
u ir, e\ > / 


an, so nimmt die Gleichung (31.) die Form an 


st) Sy-+-WLy+454y—216g = V. 


S. 8. Auflösung der allgemeinen Gleichung fünften Grades. 

Im ersten Paragraphen war gesagt worden, dass sich die Auflösung 
der allgemeinen Gleichung fünften Grades abhängig machen lässt von der 
Auflösung einer Jacobi-Kroneckerschen Resolvente. Mit demselben Erfolge 
kann man aber auch die Brioschische Resolvente benutzen, und zwar hat 
Herr Gordan in seiner oben erwähnten Abhandlung eine Methode angegeben, 
durch welche die Zurückführung der Gleichung 


(32) +5 —-Dmstn = 0 
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auf eine Brioschische Itesolvente sieh ziemlieh einfach gestaltet. Wie diese 


letztere am zweekmässigsten dureh elliptische Funetionen zu lösen ist”). 
gcht aus dem Voranstehenden unmittelbar hervor. Es ergiebt sich dureh 
Zusammenfassung dieser Betrachtungen nunmehr folgende verhältnissmässig 
einfache Auflösung der allgemeinen Gleichung fünften Grades. 

Es seien gesucht die Wurzeln &,. &. ©. 7,. x, der allgemeinen 
Gleiehung fünften Grades 

(33.) + Ar’+Bxo’-+Cr'+Dsc+E = 0. 
Um diese Gleichung auf die Brioschische Resolvente (31°) zurückzuführen. 
setze man 
@+ Ay 


4) ut — I = 2, 
( 4 un 3- Ay 


Zunächst wird dureh die Substitution 3= r’—uxr+e die Gleichung (53. 
auf die Form (52.) gebracht, indem man # und vo so bestimmt, dass in der 
Gleiehung fünften Grades, der die Grösse » genügt, die Coeffiecienten von 


oO 


z’ und z 


gleich Null werden. Dies macht allerdings die Auflösung einer 
quadratischen Gleichung nothwendig, und in diesem einzigen Punkte genügt 
die hier angegebene Methode noch nicht den von Herrn Kronecker gestellten 
Anforderungen. Man findet nämlich 

(35) (2A’—DB) u’+(44’—-13AB-+15C)u+(24°’—-8A B--10 AC+3B —10D 0, 


) - 


(56.) De — Au— A+2B. 


Nach dieser Festsetzung wird die Gleichung für z 


(32) 2+5I8’—-Dmz-+tn V, 
wobei 
DH = —C(u’+ Au’+Bu+C)+D(4u’+3 Au+2B) —-E(du+2A) —10v. 
(37. (dm = —D(u*+ Au’+ Bu’+Cu+D) + E(dwW+4Au’+3Bu+2C) +50*'+ 1Vle, 
| n = —E(w+Au'-+Bw-+Cu-+Du+E) -v’—Ble’+Dmev 


ist. Um nun noch die Gleichung (32.) auf die Form von (31) zu bringen, 
stellt man den andern aus Gleichung (34.) sich ergebenden Werth von 2. 


@-+-Py 


x 4, mit Gleichung (31°) zusammen und eliminirt y, 
3+dy si 2 


nämlich 2 = — 


*) Herr Gordan hat in seiner Arbeit die Frage, welche Methoden zur Auflösung 
der Brioschischen hesolvente durch elliptische Functionen mögliehst einfach zu ver- 
wenden sind, wie es scheint, absichtlich, nicht berührt, ist vielmehr zum Schluss darauf 
eingegangen, die Hermite-Jerrardsche Form zu diseutiren, wobei sehr complieirte 
Formeln entstehen. 


17* 
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dann erhält man eine Gleichung von der Form 
z#+5L2°’—-5Mz+N = (0. 
Damit nun aber völlige Uebereinstimmung dieser Gleichung mit Gleichung 
(32.) stattfindet, oder mit andern Worten, damit L=/, M=m, N=n werde, 
; 
2 


.. Q, .. ® . 
müssen a, 9 und = so gewählt werden. dass die Gleichungen 
d. 


17288 AL = 82-72 Aa + 216, (IP — PP) = 17285 Al, 
(38.) /1728&A4AN = 1 o+18A1e’ P —27P+216geP = 1728 Am, 
| 1728. IN = 2a +10.4e + 451 + 2169, = 1728; In 
befriedigt werden. Dies geschieht, wenn man « aus der quadratischen 
Gleichung 


39.)  (F—Imn-+ m’) @’+(11P+ In’— 2m’ n) a — 27 n-+ 641 m’+ mn’ 0*) 


l 


berechnet und in die Formeln 
| + 129 = la’+3ma—n, 
(40.) | +4 = F[(In— m’) a+mn], 
= +F[Fo’+ 111m a+ 64m’ — 271m] 
einsetzt. Für die Lösung der quadratischen Gleichung (39.) ist noch zu 
erwähnen, dass 
2 —Imn+mia = —(11’+ In’ — 2m’ n) +1ly4 
wird. wo 
1 — 1WSPn— 13dU on’ — 90T mn’ --3201m’n — 256m’ -+n* 

die Diseriminante der Gleichung (32.) ist. Nun ist aber 

3 = r’—ar-+e und deshalb 3-2, = (2, -%,)(,; +2,—u). 
so dass yJ' gleich ist der Quadratwurzel aus der Diseriminante der 
ursprünglichen Gleichung fünften Grades, multiplieirt mit einer rationalen 
Kunetion von # und von den Coefficienten dieser Gleichung. Die Berechnung 
von « führt also keine Irrationalität herbei, die mit den Anforderungen 
von Herın Kronecker unverträglich wäre. 

Ferner kommt zu der irrationalen Grösse a scheinbar noch eine 


zweite 7 hinzu, da nur /° rational durch « dargestellt ist. Dies ist aber 


nicht der Fall, denn in Wirklichkeit braucht man / selbst gar nicht. 


*) Bei dem in den Göttinger Nachriehten und in den Annali di Matematica ver- 
öffentliehten Auszuge steht in dieser Gleichung aus Versehen — mn’ statt + mn”. 
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Multiplieirt man nämlich 


6; a py 
" ws 5 Ay’ 
im Zähler und Nenner mit Sy'+ 10° y'+454, so wird der Zähler 
— (POLY +HN PS y+VOAIy+454y) 
= —e(Py +10 y +45) — 2169, P; 
9P lässt sich aber, wie schon aus den Gleiehungen (38.) hervorgeht. 
rational durch & darstellen. 


Zur vollständigen Auflösung der allgemeinen Gleichung fünften Grades 
sind nach dem Vorhergehenden nur folgende Iechnungsoperationen nöthig. 

1.) Man berechne aus der quadratischen Gleichung 35.) die Grösse 
u, dann geben die Gleichungen (36.) und (37.) unmittelbar die Werthe von 
eo, I, m und n. 


F 
) 


2.) Sodann berechne man « aus der Gleichung (39.) und setze den 
I 


gefundenen Werth in die Formeln (40.) ein. 


’ 


| ee u | 
3.) Man berechne aus der absoluten Invariante J ="? die Grösse 


A 
ur Ta 
EI Zu 
4.) Man bestimme f und f(r = V,1,2,5,4) durch die Gleichungen (20.) 
Lo S(b/+1) u (624 
B/-R2- 9a" „Be Br yet 
= - 
(6241) 
we = 
B= 4* Z(-1)h 
JS. 
berechne 


und daraus 
a@+Py, 

Ze = "3, 

dann sind die fünf Wurzeln der allgemeinen Gleichung fünften Grades 
x©+Az"+Bxe’+Cr2’+Ds+E = 0 

in E+(2,— v)(u’+Au’+Bu+C)+ (3,—v)'(2u+A) 

Jaue u*-+Au°’+Bu’+Cu+D+ (z3,—v)(3u’+2Au+B) +(2,—o)’ 

a LE ES 


Darmstadt, im August 1878. 






















fi 
On the triple 9-functions. 


‘ W 
(By Professor A. Cayley at Cambridge.) 
VW 
i\ E 
here should be in all 64 functions proportional to irrational alge- b 
braical funetions of three independent variables z, y, 3; there is no diffi- 
eulty in obtaining the expression of these 64 funetions in the case of the 
system of differential equations eonneeted with the integral 
s ER er ie u a a 2 En. 
Jde:Va-x.b-z.c-2.d-z.e—r.f-2.9-2.h—x; 
Ä | 
but this is not the general form of the system for the defieieney (Geschlecht) 
p=3; and I do not know how to deal with the general form: the present 
note relates therefore exelusively to the abovementioned hyper-elliptie form. 
L. t 
If in the Memoir, Weierstrass ,„'Vheorie der Abelschen Funetionen“ 
this Journal t. 52 (1856) pp. 285 — 380, we take o=35, and write r, y, 2: Ä 
u, v0, w; a,b, c,d, e, f, g instead of x, 2, 2; 4, %, 55 GL, On, G, @,, 
4;. A, a-; then neglecting throughout mere constant factors, we have: 
X = a-r.b—x.c—ze.d—z.e—r.f-2.9-X t 
with the like values for Y and Z: the differential equations are 
b—z.c—2.de . b—-y.c—y.dı b—2.0—3.ds A 
PER | Fin Dee IL. BE 
yX y} VZ 
d c—r2.a—r.de c—y.a—y.dy c—23.0—3.d;z 
© — 2 N - r A A u; r 
yX yv} yZ 
a—x.b— x.dx a—y.b—y.d a—3.b—2.dz 
dw = — 4 ER + _ 
yX y! vZ 
( 
and if we write the single letters A, B, C, D, E,F, G tor al(u, v, w),. ' 


al(a,0,w),, alla,o,w),, alla,e,w),, alla,e, w),, al(v,v,w),;, alla, vo, w)- 
vespeetively (each of the capital letters thus denoting a funetion of (w, v, w)), 
the expressions of these functions in terms of (x, y,3) are 

A = Va—r.b—r.c—x, (seven equations). 


Similarly instead of the 21 funetions al(w, o, w)», al (u, ©, ww), writing 
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AB, ... F@ (each of these binary symbols denoting in like manner a 


funetion of (a, o, @)), the definition of AB is 

AB = AVB-BVA, 
where 
d d d 
du dv * dıo ' 
we have 


dx a-y.d—2 b-y.b-2 C-Y.C- 


b—-e.c—a.a—b: —— = (b- ce)du c— a)do + a— b) dw 
yX x-y.2-2 u x-y.2-3 | T-y.2— ‚ 
d a-2.4-2, b-2.b-x C-2.0-X 
E m (b—-e\du-+ ce— a)de- a—b\dw, 
vY Yy-3.y—X y-2.Yy-% Y-2.y—X 
dz a—r.a- b-x.b-y | c-2.c- 
——— I (b—ce)du 4 J (e—a\de + I (a—b)dw: 
yZ 3-2.3-Y 3-0.3- % S—-7.3—y 
henee 
b—c.c—a.a—b _ a—y.a—2 b—y.b—z cC—y.0c—2 
——t= ex (b—c)-+ J (c—a) + J (a—b). 
X C—y.0—2 C—y.0—2 cC—y.0—3 
b—c.c—a.a—b 
” C—y.2—3 
that is 
_yX a _yY _yZ 
= — ‚ and similarly y= | .- Ve: 
C—y.0—2 . y—ır.y—2 3—r.3—y 


Hence from the equation A= VYa—r.a—y.a—z, we have 


1 1 1 
‚A=-—J A( / 24 \ - | 3), 
ei 2 a— x ” y Z 


y a—2 
that is 
L 1 — r un. ge r 
aa an HIFI + Yf+ iz, 
y—2.3—2.2—y !a—r a—y da—2 
and similarly 
Fu ıB y—i /5, 30, 2—y Im 
7B=- & X + TE 48): 
y—3.3—2.0—y \b—x BET b—y ‚’ b—z re; 
eonsequently 
ı(a—b)A.B -—-z)yÄX 3. Y (; Z 
AB — I \ (y--3)y L (—-z)yY _ (day 4 


Y—2.3—2.0°—y la—-x.b—r a—y.b—y  a—:2.b—: 
or substituting for A and B their values, and disregarding the constant 
factor L(a—b), this is 


gg —(y—2)VYa—y.b—y.a—3.b—-3.0c—x2.d—r.e—x.f-r.9—x 
+ (3-2) Ya—-3.b-3.a—-2.b—-x.c—y.d—y.e—y.f-y-9-Y 


+(2-y)Ya-z.b-z.a-y.b—y.c-3.d—3.e-2.f-2.9—3!, 
and we have thus in all 21 equations, which exhibit the form of the 


Weierstrassian functions al(«, ®, @)n», ... alla, ©, w)er- 
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To complete the system there should it is elear be 35 new funetions 
alla, ©, w)o3,... alla, ©, @)s;, represented by ABC, ... EF@G, viz. the whole 


number of funetions would then be 


7.6 .6.5 


7 [ _ 7 L91.2A\ _ E22 _BA_ 
+ 13 +753 (= 7+21-+535) = 65, = 64—1, 


sinee the funetions represent ratios of the #-funetions. 


11. 
Starting now with the radical 
Ya—x.b—-x.c—x.d—x.e—-z.f-2.9-2.h—x 


composed of eight linear factors, and writing (as in my memoir on the 


double 9-funetions t. 85 (1878, pp. 214— 245); a,b, c,d,e,f, g, h to 


g, 
denote these factors, and similarly a, b,, ©, d,, &,, fi. 8, Ih, and 
a. Ps, &, ds, &, f, 8, I, to denote a—y, b—y, ete. and a—z, b—z, ete.: 
so that X = abedefsh, Y= a,b,e,diefigih,, Z= abed,&f;,g;h>, then instead 
of the Weierstrassian form the differential equations may be taken to be 


] de  dy ds 
( u — u YE r er r 4 
vx "vr 'y2 


x. da ydy ».dz 


a vX ' yY 4 yZ 
x’dx y’d s’dz 
FR En yidy 


yX vY ' vZ’ 
and we then have 64 #-funetions and an -funetion, viz. writing 
0 = y—23.2—7.0—y, and then 


Ya = Yaaa,» (8 equations) 
1 f j » / y a » i N) 
Yabe = r (y—z)Va,b,c,a;,b,0,defgh + (32) Yarb,&zabed,e,figih, + 
- : +(2—y)Yabea,bek&figoh,) (56 equations) 


the equations which define the 9-funetions A, B, ... H, ABC, ... FGH, 
and the w®-funetion (2 are 


A = (2ya (8 equations) 


ABC = (2yabe (56 equations) 


and one other relation which I have not as yet investigated. 
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As regards the algebraical relations between the 64 9-funetions it 


is to be remarked that selecting in a proper manner 8 of the functions, 
the square of any one of the other funetions can be expressed as a linear 
funetion of the squares of the 8 seleeted funetions. To explain this some- 
what further, observe that taking any 5 squares such as (ABC, we can 
with these 5 squares form a linear combination whieh is rational in x, y, 2. 
We have for instance, writing down the irrational part only. 
ABC) = . abe (3—x) (2—y)\ YZ+a,b,e, (2—y) (y—z)VZX 

+2;b,6, (y—z) 2—-z)YX) 
and forming in all five such equations, then inasmuch as the eoeffieients 
abe, ... of (3-2)(z-y)YYZ are each of them a eubie funetion containing: 
terms in x’, x', x’, x’, we have a determinate set of constant faetors such 
that the resulting term in (2-2) (2—y)YYZ will be = 0: but the eoetfiecients 
a,b,e,, of (2@—y)(y—2)VYZX only differ from the first set of eoeffieients by 
containing y instead of x, and the same set of constant factors will thus 
make the resulting term in (2—y)(y—z)VZX to be = 0: and similarly the 
same set of eonstant factors will make the resulting term in (y—z)/3—az)VXY 
to be =: viz. we have thus a set of constant factors, such that the whole 
irrational part will disappear. It seems to be in general true that the same 
set of constant factors will make the rational part integral: viz. the rational 
part is a funetion of the form ei into a rational and integral funetion 
f x, y, 2, and if this rational and integral funetion divide by 9, then the 
final result will be a rational and integral function, which, being symmetrical 
in x, 9, 3, 18 at once seen to be a linear funetion of the symmetrical com- 
binations 1, e+y+2, ys+zr+2y, zyz: such a funetion is obviously a linear 
{unetion of any four squares A’, B’, C’, D’; or the form is, linear funetion 
of five squares (ABC) = linear function of four squares A’, that is any one 
of the five squares is a linear funetion of 8 squares. 

As an instance consider the three squares (ABO, (ABD)', (ABE)’ 
which are such that we have a linear combination which is rational: in fact 
we have here in each funetion the pair of factors ab, which unites itself 
with (3—x) (r—y) YXY, viz. it is only the coeffieient of ab(z—-x) 2—y)YXY 
which has to be made = 0; the required combination is obviously 

(d—e) (ABC )’+ (e—ec)(ABD)’+(c—d) ABE)". 
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To eomplete the system there should it is elear be 35 new funetions 
al(a, ©, w),... alla, ©, @);;,; represented by ABC, ... EF@G, viz. the whole 
number of funetions would then be 

m 1.6 17.6.5 
7+ 
1.2 ..2.8 


since the funetions represent ratios of the 9-funetions. 


-1- — +21-+35) — 63. — 64—1. 


11. 


Starting now with the radical 





2.c—a.d-x.e—a.f-x2.9-x.h—x 

composed of eight linear factors, and writing (as in my memoir on the 
double #-funetions t. 85 (1878, pp. 214 — 245): ab, c,d,e,f, g,h to 
denote these factors, and similarly a, b,, ©, dı, &, fi. 8, h, and 
a). D, &, dh, &, f, &, h, to denote a—y, b—y, ete. and a—z, b—z, ete.: 
so that X = abedefgh, Y= a,b,e,d,ef;g;h,,. Z= »b,6.dh&f;g;h>, then instead 
of the Weierstrassian form the differential equations may be taken to be 


d > dx dy dz 
u mr. YyX T y Y 7 vZ 
„._ de ydy 2»dz 
Me yX yY 7 Vz 
FR x’dx P y’dy »?dz 
= xy tyy Vz‘ 


and we then have 64 9-funetions and an @-funetion, viz. writing 
d = y—-3.3—r.2—y, and then 


Ya = Yaaı, (8 equations) 
1 17 » / } : ur 3 j 
Yabe = 9 (9-3) Va,b,c,0.b,&,defsh + (3x) Yazb,&zabed,eit,gih, + 
: : +(2—y)Yabea,b,e, hkefigh,| (56 equations 


the equations which define the 9-funetions A, B, ... H, ABC, ... F@GH, 
and the &-funetion 42 are 


A = ya (8 equations) 


ABC = 2Yabe (56 equations) 


and one other relation which I have not as yet investigated. 
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As regards the algebraical relations between the 64 9-tunetions it 
is to be remarked that selecting in a proper manner 8 of the functions. 
the square of any one of the other functions can be expressed as a linear 
funetion of the squares of the 8 selected functions. To explain this some- 
what further, observe that taking any 5 squares such as (ABC, we can 
with these 5 squares form a linear combination which is rational in x, y, 2. 
We have for instance, writing down the irrational part only. 


ABC) = 


Pr abe 3—r 


z—yı YZ+a,be, (2—y) (y—2)VZX 


+2,b,c, (y—2)/3-z)YX)} 
and forming in all five such equations, then inasmuch as the eoeffieients 
abe, ... of (3-2)(@-y)YYZ are each of them a eubie funetion containing 
terms in x, x', x, z’, we have a determinate set of constant factors such 
that the resulting term in (3—x) (@=—y)YYZ will be = 0: but the eoeffieients 
| a,b,e,, of (a—y)(y—z)VZX only differ from the first set of eoefficients b\ 
containing y instead of x, and the same set of constant factors will thus 
make the resulting term in (2—y)(y—z)VZAX to be = 0: and similarly the 
same set of constant factors will make the resulting term in (y—z)(z—r)VNXY 
to be = 0; viz. we have thus a set of constant factors, such that the whole 
irrational part will disappear. It seems to be in general true that Ihe same 
set of constant factors will make the rational part integral: viz. the rational 
part is a funetion of the form ,, into a rational and integral funetion 
f x, y, 3, and if this rational and integral funetion divide by 9°, then the 
final result will be a rational and integral funetion, which, being symmetrical 
in £, 9, 2, 15 at once seen to be a linear funetion of the symmetrical com- 
binations 1, e+y+z, yz2+zr+ry, xyz; such a funetion is obviously a linear 
funetion of any four squares A’, B’, C’, D’; or the form is, linear funetion 
of five squares (ABC) = linear function of four squares A, that is any one 
of the five squares is a linear funetion of 8 squares. 

As an instance consider the three squares (ABC, (ABD,', (ABE)' 
which are such that we have a linear eombination which is rational: in fact 
we have here in each function the pair of factors ab, which unites itself 
with (2—xr) (7—y) YXY, viz. it is only the eoeffieient of ab(z-@) z—y)YXY 
which has to be made = 0: the required combination is obviously 

(d—e) (ABC)’+(e—ec)(ABD)’+(c—d) ABE)'. 
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Here the irrational part vanishes and the rational part is found to be 

(d—e) ce, de 
4 [a,b,a.b,fsh (y—z3)' | + (e—e)d,d,ce 
+ (c—d) e,&,de 

(d—e) e,cd,e, 
+ 2.b,abfgh (3—e)’ ! + (e—c)dıde,e, 

+ (cd) &ed,e, | 
| (d-e) ec,d,&, 


> 


B= aba,bfıgıh, (2—y)' + (e—ec) dd,c,e, ]. 


| + (c—d) ee,d,c; 

The three terms in }} are here = — (c-d) (d-e)(e—c) into (3—x) (2c—y), 
(2—y)(y—z), (y—z)(3—x) respectively; hence the term in [] divides by 6 
and the result is 


a 0 Bas) un ua la,ba.b,fsgh (y—z) 


+aba b fig,h, (z—r) 
| +abab,%g.h: (2—y)], 
or finally this is 


= — (c—-d)(d—e)(e-ec) 


Into 
(a’-+ab+b"\fgh—(ab-+ab’)(fg+fh+gh)+ab'\f+g+h) 
c+y+2)| —(a+b)fgh-+ ab’ fy+fh+gh)—a'b' 
ya+zc+-ey)! fgh—- ab f}+g+h) +ab+ab 
eyz) —fg+fh+gh)+ a+b)\(f+g+h)— (a’-+ab+b?)|, 


that is, we have (d-—e)(ABO)’+(e-—e)(ABD)'-+(c—d)\(ABE)' =a sum of four 
squares, viz. we have here a linear relation between 7 squares. 

I have not as yet investigated the forms of the relations between 
the produets of pairs of 9-funetions. 


Cambridge, 30. Sep. 1878. 








Ueber diejenigen algebraischen Gleichungen zwischen 
zwei veränderlichen Grössen, welche eine Schaar 
rationaler eindeutig umkehrbarer Transformationen 
in sich selbst zulassen. 


(Von Herrn H. A. Schwarz in Göttingen.) 


Der vorliegende Aufsatz hat folgendes Theorem zum Gegenstande: 
Wenn eine irreduetible algebraische Gleichung zwischen zwei veränder 
lichen Grössen die Eigenschaft hat, durch eine Schaar rationaler eindeutig 
umkehrbarer Transformationen in sich selbst überzugehen, so ist die Anzahl 
der von einander linear unabhängigen allenthalben endlich bleibenden Inte- 
gralfunetionen, welche ebenso verzweigt sind, wie die mit der betrachteten 
Gleichung im Riemannschen Sinne zu derselben Klasse gehörenden alge- 
braischen Funetionen, entweder gleich Null oder gleich Kins. 

Der Beweis, den ich im Nachfolgenden für dieses Theorem mittheile. 
um in einer folgenden Abhandlung auf dasselbe mich berufen zu können. 
gründet sich auf die Betrachtung einer Aliemannschen Fläche, durch 
welche die Verzweigung der erwähnten algebraischen Funetionen geometriseh 
dargestellt werden kann. In Rücksicht hierauf gebe ich dem zu beweisen 
den 'Theoreme folgende Fassung: Wenn eine geschlossene Riemannsche 
Fläche durch eine Schaar abbildender Funetionen auf sich selbst eindeutie. 
zusammenhängend und in den kleinsten T'heilen ähnlich abgebildet werden 
kann, so ist dieselbe entweder einfach oder dreifach zusammenhängen. 

Ks sei Fis,z) = 0 eine irreduetible algebraische Gleichung zwischen 
den beiden veränderlichen Grössen s und z, welche die Eigenschaft besitzt. 
durch eine Schaar rationaler 'I’ransformationen 


=» 


>= 0.,50), sec, nie 
in sich selbst, d. h. in die Gleichung F(s,, 3,) = 0 überzugehen. Die Grössen 
s, z3 sind hierbei voraussetzungsgemäss rationale Funetionen der Grössen 
$;, 3, und analytische Funetionen der Grösse @, des Parameters der Schaar. 
18* 
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’erner werde vorausgesetzt, dass auch umgekehrt die Grössen s, und 2, 
als rationale Funetionen der Grössen s und z 


s=9(s,3;0), 3=&(8,3; 0) 


dargestellt werden können. Die Coeffieienten dieser rationalen Funetionen 
sind dann analytische Funetionen des Parameters «. 

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann man annehmen, dass 
die identische "Transformation 


Ss, =S, 3, =2% 


zu der betrachteten Schaar von Transformationen gehöre und zwar für 
einen nicht singulären Werth des Parameters der Schaar. Denn, bezeichnet 
e' einen nicht singulären Werth von «, so besteht erstens zwischen den 
(srössen 

®=0,(8,3;@), 3=GQ(s,3; 0) 
die Gleichung 


F(s,3) = 0, 


und zweitens sind s und z vermittelst der Gleichungen 


u ' zZ “ vor: ' \ 
5; =208 5,2,0 a 3 = 618,3, 0 


rational dureh s’ und 3° ausdrückbar, mithin auch s, und z.. 
Für «= «' ergiebt sieh dann 


' 


Nun kann man von Anfang an s=s’, 3—=3 setzen und der Einfachheit 
des Ausdruckes wegen die Annahme machen, dass «' den Werth Null habe. 
Unter dieser Voraussetzung werden sich für unendlich kleine Werthe von 
co und für nieht singuläre Werthe von s und z die Grössen s, und z, nur 
unendlich wenig von s und z unterscheiden. Wenn daher z einen Perioden- 
weg beschreibt, so wird auch z, einen Periodenweg beschreiben, und zwar 
einen solehen, welcher auf den Periodenweg, den die Variable z be- 
schrieben hat, redueirbar ist. Man kann nämlich den Periodenweg von 2 
stets so wählen, dass derselbe durch singuläre Werthe nieht hindurchgeht 
und die Veränderlichkeit von «@ auf so kleine Werthe beschränken, falls 
dies nöthig sein sollte, dass auch die Linie, welche 3, beschreibt, keinen 
der singulären Werthe überschreitet. 





BAR 


BR 
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Es sei nun 7 die über der z-Ebene ausgebreitete Riemannsche 
Fläche, welche die Verzweigung der algebraischen Funetion s von 2 geo- 
metrisch darstellt. Man denke sich die Fläche T, falls dieselbe nieht ein- 
fach zusammenhängend ist, durch 2p Querschnitte in eine einfach zusammen- 
hängende Fläche T’ übergeführt und bezeichne mit x eine auf der Fläche 
T stets endlich bleibende Integralfunetion, welche dureh eine Gleichung 


»s.2 
£($s, 2) 
u S öF dz 


Os 


von der Form 


für das Innere der Fläche T’ eindeutig erklärt sein möge. 

Es sei T, die über der z,-Ebene ausgebreitete der Fläche T con- 
sruente Riemannsche Fläche. In Folge der gestellten Voraussetzungen 
entsprechen die beiden Flächen T und T, einander gegenseitig Punkt für 
Punkt eindeutig. Es sei T} die vermöge der obigen Gleichungen für einen 
beliebigen Werth von «, dessen absoluter Betrag eine gewisse Grenze nicht 
überschreitet, der Fläche T’ entsprechende einfach zusammenhängende 
Fläche, und es werde das stets endlich bleibende Integral, welches für 
=) mit dem Integrale übereinstimmt und im Punkte , =s,. 4 = 2% 
den Werth Null annimmt, mit «, bezeichnet. Ein Zweig dieser Inteeral- 
funetion ist innerhalb der Fläche T, eine eindeutige Funetion des Orts. also 
ist dieser Zweig auch eine eindeutige Funetion des Orts innerhalb der 
Fläche T. Da nun «, längs der Querschnitte der Fläche T dieselben VPe- 
riodieitätsmoduln wie « besitzt, so hat die Differenz »—a=» überall den 
’eriodieitätsmodul Null und ist daher, weil sie für keinen Punkt von T 
unendlich gross wird, eine Constante, welche von dem Parameter der Schaar 
abhängt und zugleich mit demselben unendlich klein wird. 

Diese Uonstante möge zum Parameter der Schaar gewählt und an 
Stelle von «@ in die Transformationsgleiehungen eingeführt werden. Man 
kann dann ohne Nachtheil für die Allgemeinheit der Untersuchung von 
der Annahme ausgehen, dass sämmtliche in den Transformationsgleichungen 
vorkommenden Coefficienten, welche als analytische Functionen (des Para- 
ineters vorausgesetzt wurden, nach Potenzen von ®e mit ganzen positiven 
Kxponenten fortschreitende Potenzreihen sind, welche sämmtlich eonvergiren, 
wenn der absolute Betrag [ev] der Grösse » kleiner ist als eine „ewisse 


(srösse d. 
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Ist nun s,, 2, ein nicht singuläres der Gleichung F(s,. 2) =0 ge- 
nügendes Werthepaar, und s, z ein ebenfalls der Gleichung F(s, z) = 0 
genügendes dem vorigen benachbartes Werthepaar, so kann man jede der 
beiden Grössen s, z, welche die obere Grenze des Integrales 


nei y4(s, 3) 
u —= .dz 
’ . [ oF 


8..20 Os 


bestimmen, sobald die Veränderlichkeit der Grösse « auf ein gewisses in 
der Umgebung des Werthes «= 0 liegendes Gebiet beschränkt wird, als 
eine Function von a betrachten, welche innerhalb dieses Gebietes den 
Charakter einer ganzen Function besitzt. Es sei die Grösse d so klein 
oO 
gewählt, dass nicht allein die oben gestellte Bedingung erfüllt ist, sondern 
überdies die, dass die soeben erklärten Funetionenelemente 
s=w(un), 3=y%(W) 

tür alle Werthe von «, deren absoluter Betrax kleiner ist als d, den Charakter 
eanzer Funetionen besitzen. 

Unter dieser Voraussetzung können also die beiden Funetionen- 
elemente in der Form von Potenzreihen dargestellt werden, welche nach 
Potenzen von a mit ganzen positiven Exponenten fortschreiten und für alle 
Werthe von «, deren absoluter Betrag kleiner ist als d, convergiren. 

Auf dieselbe Weise ergeben sieh die Gleichungen 

s = vu), 4=yX\u) 
und. wegen der Gleichung a, = a-+e, sobald jede der beiden Grössen 
und e dem absoluten Betrage nach kleiner ist als }0, 
s, = vlutv), 23, =y(u-+r®). 
In Folge der Gleichungen 


s, = 0,($s, ZU), 3, = Cı(s,2;®) 


ergiebt sich demnach, zunächst unter der angegebenen Bedingung, dass 
sowohl x als » dem absoluten Betrage nach kleiner sei als 40, 


v(ua+ev) = 0,(w(u),y(a);v), zWu+e)=Cly(a),x(a);e). 


Die auf der rechten Seite dieser Gleichungen stehenden Ausdrücke sind 
nun darstellbar als Quotienten je zweier nach Potenzen von a und © mit 
ganzen positiven Exponenten fortschreitender Potenzreihen, welche jedoch 
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nicht allein für die Gebiete [u] <%Jd, [oe] <}Jd, sondern für die Gebiete 
[ua] < 0, [oe] < 0 convergiren. 

Man kann annehmen, dass diese Potenzreihen keinen Factor von 
der Form («—e)" gemeinsam haben. 

Setzt man hierauf a=v, so ergeben sich vermittelst der obigen 
Gleichungen w(2e) und 4(2v) als Quotienten zweier nach Potenzen von ® 
fortschreitender Potenzreihen, welche, wenn [o] <d ist, eonvergiren. Diese 
Funetionenelemente w(2e) und 2 (2e) sind also für alle Werthe von ®, deren 
absoluter Betrag kleiner ist als d, eindeutig definirt und müssen für alle 
Werthe von vo, deren absoluter Betrag kleiner ist als 4, mit den vorher 
erklärten nach Potenzen von 2» fortschreitenden Potenzreihen für w(2®), 
+(20) dem Werthe nach übereinstimmen. 

Hieraus folgt, wenn man 2e durch « ersetzt, dass die neue Definition 
der Funetionen w(a) und (a) als Quotienten zweier nach Potenzen von « 
fortschreitender Potenzreihen, welehe eonvergiren, sobald der absolute Betrag 
von « kleiner ist als 20, eine analytische Fortsetzung der ursprünglich nur 
für das Gebiet [x] <0d erklärten Funetionenelemente w(w) und (a) ergieht, 
welche sich auf das Gebiet [#«] < 20 erstreckt. Es geht hieraus zunächst 
hervor, dass die Funetionen w(w) und Zi») auch für das erweiterte Gebiet 
des Argumentes eindeutig erklärt bleiben. 

Setzt man nun wieder in den Gleichungen für w(a+e). ziute) 2o 
an «die Stelle von «, so ergeben sich w(3e) und z(3e) als Quotienten je 
zweier nach Potenzen von ®e fortschreitender Potenzreihen, welche für alle 
Werthe von e, deren absoluter Betrag kleiner ist als d, eonvergiren. 

Diese Darstellung ergiebt eine Definition für die Funetionen (x) 
und 2(w), welche sich auf das Innere des Gebietes [a] < 30 erstreekt. Auf 
diese Weise kann man fortfahren und den Bereich des Argumentes der 
Funetionen w(a) und zu) auf einen beliebig orossen Theil der #- Ebene 
ausdehnen, ohne dass diese Funetionen aufhören, den Charakter rationaler 
Funetionen zu besitzen. 

Hieraus folgt, dass diejenigen analytischen Funetionen, welche aus 
den früher erklärten Funetionenelementen (a) und z(w) durch analytische 
Fortsetzung entstehen, eindeutige Funetionen ihres unbeschränkt veränder- 
liehen Argumentes sind. 


es der Fläche T grösser 


Ist nun die Ordnungszahl des Zusammenhan 
als 1, also mindestens gleich 3, weil die Fläche eine geschlossene ist. 
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so besitzt die betrachtete allenthalben endlich bleibende Integralfunetion 
mindestens zwei Perioden. Es sind daher w(a) und %(w) eindeutige doppelt 
periodische Funetionen von a, welehe für alle endliehen Werthe ihres Ar- 
guments den Charakter rationaler Funetionen besitzen. 

Also sind die Funetionen (a) und %(a) bei passender Wahl der 
Invarianten 9 und g; rationale Funetionen der beiden speciellen elliptischen 
Funetionen 98 und @w, welche Herr Weierstrass in seinen Vorlesungen 
über elliptische Funetionen seit einer Reihe von Jahren zu Grunde legt. 

Es bleibt nun noch übrig zu zeigen, dass die Fläche T, falls dieselbe 
nieht einfach zusammenhängt, zur dreifach zusammenhängend sein kann. 

Wäre die Ordnungszahl des Zusammenhangs der Fläche T grösser 
als drei, so wäre mehr als ein Paar Querschnitte erforderlich. um die Fläche 
T in eine einfach zusammenhängende überzuführen. Dann wäre es möglich. 
für die reellen "Theile der Periodieitätsmoduln der allenthalben endlich 
bleibenden Integralfunetion solche Werthe zu wählen, dass die Perioden 
sich »icht aus zweien unter ihnen mit reellen rationalen Zahleneoefficienten 
zusammensetzen lassen. 

Dass es wirklich zu jedem Systeme beliebig angenommener Werthe 
als reeller Theile der Periodieitätsmoduln für eine gegebene Riemannsche 


Lew) 


Fläche eine zugehörende überall endlich bleibende Integralfunetion giebt. 
lässt sich ohne Anwendung der Schlussweise des sogenannten Dirichletschen 
Prineips,. dureh ein Sehlussverfahren begründen, dessen Hauptpunkte in 
einer in den Monatsberichten der Berliner Akademie vom Jahre 1870 ver- 
öffentlichten Mittheilung des Verfassers dargelegt sind. 

Da nun die obige Schlussweise für jede allenthalben endlich bleibende 
Integralfunetion gilt, so müsste es eindeutige Funetionen eines eomplexen 
Argumentes geben, welche mehr als zwei Fundamentalperioden besitzen, 
was bekanntlich nicht der Fall ist. 

Also ist die Fläche T entweder einfach oder dreifach zusammen- 
hängend. 

Im ersteren Falle sind s und z rationale Funetionen eines Ärgumentes 
t und bei passender Wahl dieser Grösse ist auch umgekehrt f eine rationale 
Funetion von s und 2. 

Im letzteren Falle sind s und z rationale Funetionen von gu und 
ou und es sind auch umgekehrt, bei passender Wahl der Invarianten g. 
und 9. pa und 9'u rationale Functionen von s und 2. 
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Aus dem soeben bewiesenen Satze ergiebt sich unter anderem der 
folgende: Wenn zwei algebraische Curven in der Beziehung zu einander 
stehen, dass es auf unendlich viele Weisen möglich ist, vermittelst alge- 
braischer Gleichungen zwischen den Punkten beider Uurven ein gegenseitig 
eindeutiges Entsprechen herzustellen, so sind die Coordinaten eines beliebigen 
Punktes jeder der beiden Curven entweder rationale Funetionen, oder ein- 
deutige elliptische Functionen eines Parameters. 


Göttingen, 1875. 
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Ueber einige nicht algebraische Minimalflächen, 
welche eine Schaar algebraischer Curven enthalten. 


(Von Herrn H. A. Schwarz in Göttingen.) 


Die bis jetzt genauer untersuchten nicht algebraischen Minimal- 
flächen, welche eine Schaar algebraischer Curven enthalten *), besitzen fol- 
gene Eigenschaften: 

l. Die transcendenten Functionen, von welchen die analytische Be- 
stimmung dieser Flächen abhängt, sind bei passender Wahl der unabhän- 
gigen Variablen entweder Logarithmen, oder elliptische Integrale erster und 
zweiter Art, welche zu reellen Invarianten 9 und g, gehören. 

2. Längs jeder Curve der auf einer dieser Flächen liegenden Schaar 
algebraischer Curven hat der reelle oder der imaginäre Bestandtheil des in 
Betracht kommenden Logarithmus, beziehungsweise elliptischen Integrals 
erster Art, einen constanten Werth. In Folge dieses Umstandes gestattet 
jede der erwähnten Flächen eine solche conforme Abbildung auf eine Ebene, 
dass der Schaar von algebraischen Curven, welche sie enthält, in jener 
Ebene eine Schaar von parallelen Geraden entspricht. 

3. Die erwähnten Flächen sind einander paarweise zugeordnet, in 
der Art, dass von je zwei einander zugeordneten Flächen jede eine Bie- 
gungsfläche der andern ist, während den Krümmungslinien der einen die 
Asymptotenlinien der andern entsprechen und umgekehrt. Hierbei stehen 


*) 1., Die Meusniersche Schraubenfläche, 


2., die dureh Rotation der Kettenlinie um ihre Direcetrix als Axe entstehende 
Rotationsfläche, 


3., die von Herrn Catalan aufgefundene Minimalfläche, welche eine Schaar von 
Parabeln enthält, 


4., die von Riemann und von Herrn Enneper untersuchten Minimalflächen, 
welche eine Schaar von Kreisen enthalten, 


5., die Minimalflächen, welche von einer Schaar von Kegeln zweiten Grades um- 
hüllt werden. Diese Flächen enthalten die unter 1., bis 4., angeführten als speecielle 
Fälle, beziehungsweise als Grenzfälle. (S. den diese Flächen betreffenden im 80. Bande 
dieses Journals enthaltenen Aufsatz des Verf.) 





ETRAN E ER Sr 




































Schwarz, Minimalflächen mit einer Schaar algebraischer Curven. 147 


R die auf den Flächen eines Paares liegenden zwei Schaaren von algebraischen 
Curven in der Beziehung zu einander, dass die Curven der einen Schaar 
die Biegungslinien der orthogonalen Trajectorien der Curven der andern 
Schaar sind und umgekehrt. 
Man kann nun die Aufgabe stellen: 
Alle nicht algebraischen Minimalflächen zu bestimmen, welche eine 
Schaar algebraischer Curven enthalten. 
Einen Theil der Lösung dieser allgemeinen Aufgabe enthält die vor- 
liegende Abhandlung. 


4 
Es seien x, y, 3 die rechtwinkligen Coordinaten eines beliebigen 
Punktes einer gegebenen algebraischen Curve, X, Y, Z die Cosinus der 
Winkel, welche eine Normale dieser Curve im Punkte x, y, z, deren Lage 
sich längs der Curve nach einem gegebenen algebraischen Gesetze ändert. 
mit den Coordinatenaxen einschliesst. 


'erebene rationale 


Es wird vorausgesetzt, es seien x, y, 2, A, Y, Z ge 
Funetionen zweier Variablen f, 7, zwischen denen eine irreduetible alge- 
braische Gleichung von der Form F(t,r)=0 besteht. in der Weise, dass 
auch umgekehrt £ und 7 als rationale Funetionen von x, 9, 3, X, Y, Z 
dargestellt werden können. Alle Coeffieienten werden als reell voraus- 
gesetzt. 

Wird nun mittelst des im Art. V der Miscellen (dieses Journal Bd. 80 
pag. 291) angegebenen Systems von Gleichungen eine Minimalfläche be- 
stimmt, welche die gegebene Curve enthält, und deren Normale in jedem 
Punkte dieser Curve mit der vorher erwähnten Normale der Curve zu- 
sammenfällt, so sind die Grössen s und %(/s),. von denen die analytische 
Bestimmung dieser Minimalfläche abhängt, dureh die Grössen f, 7 rational 
ausdrückbar, wie aus den Gleichungen 
X+fYi r. _ de+tilZdy—Yde)  dy+ilXds—Zde)  ds+i(Yde—Xdy) 
DEERBTT DB. ee 2sds 


hervorgeht. 
Hieraus folgt, dass die durch die beiden Grössen s, %(s) bestimmte 
Klasse von algebraischen Funetionen unter der durch die Grössen f, ı 
bestimmten Klasse enthalten ist. 
Im Allgemeinen, d. h. wenn die Functionen x, y, 2, X, Y, Z nicht 
19* 
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speciellen Bedingungen genügen, wird es auch umgekehrt möglich sein, die 
(srössen f, 7 rational durch die Grössen s und ?5(s) auszudrücken. Unter 
dieser Voraussetzung wird, wenn s, und %,(s,) die zu s und %(s) conju- 
girten complexen Grössen bezeichnen, auch s, und %,(s,) rational durch / 
und 7 und umgekehrt £ und 7 durch s, und %,(s,) rational ausdrückbar sein, 
und es wird hierdurch eine rationale Transformation zwischen s, %(s) einer- 
seits und s,, 35. (s,) andererseits erhalten, welehe eindeutig umkehrbar ist. 


I. 

Wenn eine Minimalfläche eine Schaar algebraischer Curven enthält, 
so bestimmt jede Curve der Schaar in Verbindung mit der auf der Kugel 
vom Radius 1 durch parallele Normalen ihr entsprechenden Curve eine be- 
stimmte Klasse von algebraischen Funetionen, unter welcher die durch die 
Grössen s und ?5(s) bestimmte Klasse enthalten ist. 

Das Umgekehrte findet nicht immer statt; denn, wenn z. B. die Mi- 
nimalfläche eine algebraische Fläche ist, so kann man auf derselben in un- 
endlich mannigfaltiger Weise eine Schaar von algebraischen Curven wählen, 
so dass die durch die einzelnen Curven der Schaar bestimmten Klassen von 
algebraischen Funetionen in der durch s und %(s) bestimmten Klasse nicht 
enthalten sind. 

Es kann aber auch der Fall eintreten, dass auf einer nicht alge- 
braischen Minimalfläche eine Schaar von algebraischen Curven liegt, welche 
in der durch s und ?5(s) bestimmten Klasse nicht enthalten sind. (S. das 
jeispiel 3 des Art. IV.) 

Im Folgenden wird nun der Fall etwas genauer untersucht, ix 
welchem die algebraische Klasse jeder auf der Minimalfläche liegenden Curve 
der Schaar unter der durch s und ‘5(s) bestimmten algebraischen Klasse ent- 
halten ist. 

Ist diese Bedingung erfüllt, so sind, wenn die Coordinaten eines be- 
liebigen Punktes einer Curve der Schaar x, y, z, und des demselben ent- 
sprechenden sphärischen Bildes X, Y, Z in der im Art. I. angegebenen 
Weise durch zwei Grössen f, 7 rational ausgedrückt werden, für jede Curve 
der Schaar die beiden Grössen t und x durch die beiden Grössen s und ‘5(s) 
rational ausdrückbar. 


Beweis. Zwischen den Grössen s, %(s), ©, 9, 2, A, Y,Z, U, V,W 
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bestehen ausser den bereits angeführten folgende Gleichungen 
z=RU, y=-WV, z=NW, 
dU= (1-s)S(s)d, dV=ill+4s)Sls)d, dW=2s%/s\ds, 


dU = de+i(Zdy—Ydz), dV = dy+i(Xdz—Zdxe), dAW = ds+i(Yde—Xdy). 
Xdc+Ydy+Zdz=0), AdU+YdVY+ZdW=0, (dU)+(dV’+(dW)—=0, 
X+Y'+Z'=1, dU.dı-+-dV.dy+dW .ds = da’ +dy’+dz’, 
dW.dy—dV.dz dU.ds<—dW.de AV.dr— dU.dy- 


=6- Ay 


A=i. do’ +dy’-+dz” ' de’ +dy’+-dz‘ ’ 


 de’+dy?+ da? 
Wenn nun die Coordinaten z, y, z eines beliebigen Punktes einer der 
Schaar angehörenden Curve durch die beiden Grössen s und 7%{s) rational 
ausdrückbar sind, so sind in Folge der vorstehenden Gleichungen auch 
die Grössen X, Y, Z rational durch s und %(s) ausdrückbar, und hieraus 
ergiebt sich, in Folge einer bezüglich der Grössen f, r getroffenen 
Voraussetzung, dass auch die Grössen £ und rational durch die Grössen 
s und 5(s) ausdrückbar sind, was in dem oben ausgesprochenen Satze be- 
hauptet wurde. 

Unter der angegebenen Voraussetzung giebt es also eine Schaar 
rationaler eindeutig umkehrbarer 'Transformationen zwischen s, %%(s) einer- 


\ 


seits und s,, 751 (s,) andererseits, da, wie im Art. I. ausgeführt wurde, jede 


Curve der Schaar eine solche Transformation nach sich zieht. 

Folglich giebt es auch eine Schaar rationaler eindeutig umkehr- 
barer 'Transformationen der zwischen s und 75 (s) bestehenden algebraischen 
Gleichung in sich selbst. 

Hieraus ergiebt sich nach dem im vorhergehenden Aufsatze be- 
wiesenen Lehrsatze, dass die Grössen s und 75/s) entweder rationale 
Functionen oder eindeutige elliptische Functionen einer unabhängig veränder- 


lichen Grösse sind. 


Ill. 


y dU dY dW n i . u 
Wenn Ar? de? dr Falionale Funetionen einer unabhängig 


änderlichen Grösse £ sind, so ist nothwendig und hinreichend, damit die 


VEer- 


zugehörende Minimalfläche eine Schaar algebraischer Curven enthalte, 
dass, wenn mit 
= A,log(t-t,), ZB,log(t-t,), ZC,log(t-t,) 


die in U, V, W vorkommenden logarithmischen Glieder bezeichnet werden, 
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die Gleichungen 
NEA,log(t—t,) = const., REB,log (t—t,) = const., REC,log (t-t,) = const., 


in der t-Ebene dieselbe Schaar algebraischer Curven darstellen. 

Damit diese Gleichungen dieselbe Curvenschaar darstellen, ist noth- 
wendig und hinreichend, dass ZA,log(t-t,), ZB,log(t—-t,), ZC,log (t-t,) 
in eonstantem reellem Verhältnisse stehen. Mittelst einer Coordinatentrans- 
formation kann man in diesem Falle bewirken, dass nur W, nieht aber U 
und V logarithmische Glieder enthält, dass also alle Coefficienten A, und 
B, gleich Null sind. 

Damit die Gleichung 

NEC,log(t—t,) = eonst. 
eine Schaar algebraischer Curven darstelle, ist nothwendig und hinreichend, 
dass alle Coeffieienten C, entweder reelle oder rein imaginäre Werthe haben 
und dass die Verhältnisse je zweier unter ihnen rational sind. 


IV. 

Es sollen nun einige specielle Fälle von nicht algebraischen Mini- 
malflächen genauer untersucht werden, welche der im Art. III. ins Auge 
gefassten besonderen Art angehören. 

1. Die Funetionen U und V werden für zwei Werthe F und E" von 
t unendlich gross erster Ordnung. 

In diesem Falle erhält man (—-f’')’.(t—-t")’ als gemeinsamen Nenner 


£ dU dV dW | 
der drei Ausdrücke ı : Setzt man nun 
dt dt dt 
IW rn A 
— = 166 x = Fan VA 
dt (d—).(t—t")’ 


so ist in Folge der Gleichung 


dU+idV dU—iaV (ET, 
di er 2. 
1.3.2: APR: NER © 
dt N Gd—- N’. 
dU—idV 2 2 j (t—,)’ | 
dt ER (t— )° .(t— ey 


zu setzen. Damit nun U und V, also auch U+:V und U—:V eindeutige 
Funetionen von £ seien, ist nothwendig und hinreichend, dass die beiden 





2 
% 

a 
E.% 
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Gleichungen 


(GM) ka) =0, (SM). (ot) = 0 


erfüllt sind. Man kann also 
at, =t 
setzen und erhält dann, von additiven Constanten abgesehen. 
UHV=-e G, U-AV=-, Wei jo E. 
In diesem Falle stellen die Gleichungen 
z=NAU, y=RV, :s=-RW 

die Meusniersche Schraubenfläche oder die durch Rotation der Kettenlinie 
um ihre Direetrix als Axe entstehende Rotationsfläche dar, jenachdem die 


! 7 
00 


1_» c . . . . ww” . 
Grösse —„'—,„ einen reellen oder einen rein imaginären Werth hat. 
2. Die Funetionen U+£V und U-iV werden für zwei Werthe von 
t, nämlich für 2=0 und für {= x, unendlich gross zweiter Ordnung. 
Setzt man in diesem Falle 


dW - ie Ce (—c, )(t—c,)(t— c,)(t— c,) 
DE E 
so sind zwei Anordnungen zulässig: 
dU+idV_ _ nr (-a)’l—0)lt-6,) dU+idV _ do )t-e,)' 
di . t’ y dt r pP 2 
dU—idV pr, (—e,)’(t—e,)(t—€,) dU—idV Ban (t—c,)’(t—c,)’ 
di £ t° dt Zu z 
‚co i—c & (He ii—e) 
s =I8- . —— ® 2 5 $* Ba - T 3 / 
eo 06, co (d—c,)(t—c,) 


Damit nun U und V keine logarithmischen Glieder enthalten, müssen die 
Gleichungen 
5+2(c,-+6)G-+c,6 = 0 e+4c, c,+c = 0 
c;+2(c,+6,)C;+0,6 = 0 e,+4c, c,;+e, = 0 
erfüllt sein, aus denen sich 
cs = — (4 +6)+Vc+ce,o,-+c}, 6 = — (2-3) c,, 
GG = —(G+6)—-V cd-+ce6+6 ce, = — (2-13) © 
ergiebt. Der in W vorkommende Logarithmus von £ hat den Coeffieienten 


—21 6, C, (eı+e; C> + C; ). u: N CC, | 2 — } > C; u. ” 
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Hat dieser Coefficient einen reellen oder einen rein imaginären Werth, so 
enthält die zugehörende Minimalfläche eine Schaar algebraischer Curven 
des vierten Grades, welche der Curvenschaar 
Nlogt = const., beziehungsweise Nilogt = const., 
entspricht. 
Unter den auf die angegebene Weise bestimmten, von zwei wesent- 
lichen Constanten, nämlich den Verhältnissen - und ; abhängenden Mi- 
nimalflächen ist eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit durch die Bedingung 
ausgezeichnet, dass die Grösse W ausser dem logarithmischen Gliede nur 
Potenzen von £ mit geradem Exponenten enthalten soll. 
Damit dieses eintrete, ist in Folge der Gleichungen 
c+o+3+, = —(1+0) | a+o+6+e = (Y3—1)(e,+6;) 
nothwendig und hinreichend, dass & = —c, gesetzt werde. 
In diesem Falle kann man ohne Beschränkung der Allgemeinheit 


| Y3-+1 y3-+1 

„=1 o.=-Il, u A 
y3—1 y3—1 
6; = 1, s=-—l1l G=— y2 = u = 


setzen, während das Verhältniss e,:c, willkürlich bleibt. Setzt man auch 


noch = c«, = 1, so erhält man folgende specielle Gleichungen 
U= 449) U= 1-1) 
V=2Wilt+t") = 2YAltıt") 
W-— 5 (-- 7) —2ilogt | W = 5 N — 4logt 


t—1 sRsA 
== 6 ® Ss — ? Se W- — u . 
t+1 Past 


Aus den Gleichungen auf der linken Seite ergeben sich, wenn f=r.e'r ge- 


Ss 


setzt wird, die folgenden 


z = 4(r+r”)c0829, y=—2(r—r")sng, 3=—4(r-+r”)sin2p-+2g, 
. re —1 
ee 
rer +1 


’ vr st w " 2: 

Diese Gleichungen stellen, wenn p = (2r-+1) 5 gesetzt wird, für jeden ganz- 
zahligen Werth von » eine Parabel dar. Alle diese Parabeln liegen auf 
dem parabolischen Cylinder 


” = —$(c+1). 
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Da für die angegebenen Werthe von p der absolute Betrag der Grösse s 


gleich 1 ist, so liegen die längs jeder von diesen Parabeln construirten 
Normalen der Minimalfläche in der Ebene der betreffenden Parabel. Die 
durch die obigen Gleichungen dargestellte periodische Minimaltläche wird 
daher von dem parabolischen Uvlinder y’ = —8(r+1) längs dieser Parabeln 
berührt. Die erwähnten Parabeln sind geodätische Linien der Minimallläche. 

Für jeden eonstanten Werth von g stellen die obigen Gleiehungen 


ebenfalls eine Parabel dar. welehe Sehnittlinie der Ebene 


z —2g 0 
cos?2y sin2g 
r i Tr y x i a i 
mit dem parabolisehen Cylinder .. ;  : 1 ist. Längs jeder Pa- 
Ssin y cos2y 


rabel der Schaar wird die Minimalfläche von einem parabolischen Uvlinder 


y’ nn 2—2y 08 
Ssinp t£Y 


berührt. Für den Werth r = 1 stellen die obigen Gleichungen eine in der 
Ebene y = 0 liegende Cyeloide dar, welche eine geodätische Linie der Mi- 
nimalfläche ist. 

Aus dem Gesagten geht hervor, dass die betrachtete Minimaltläche 
dieselbe ist, auf welche Herr Catalan im Jahre 1855 geführt wurde und 
für welche derselbe eine geometrische Uonstruetion gegeben hat. Lässt 
man U, V, W in —U, —V, —W übergehen, so geht aus dieser Fläche 
eine andere hervor, welche eine Biegungsfläche derselben ist. 

Auf dieser durch die Gleichungen 


z=4(r—r")sin2p, y=2(r+r')cosy, 3=4(r—r ')c0os2p—2logr 


wo 


dargestellten Minimalfläche liegt eine Schaar von Kaumeurven vierten 
(srades, in welchen die Rotationseylinder 
z+(3+2logr) = 4(r—r") 
von den parabolischen Uylindern 
” 


y’ = 4 


en 2logr)+2(r+r') 
geschnitten werden. 
Im Punkte 2=0, y=V. 


Cylinder; in diesem Punkte besitzt daher ihre Schnittlinie einen Doppel- 


- — 4 (r—r"”)—2logr berühren sich beide 


LA 


punkt. Längs jeder Curve der Schaar wird die Minimalfläche von einem 
Journal für Mathematik Bd. LXXXVII. Heft1 u. 2. 20 
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rotationskegel 

24 [s+(r’- 
berührt. Die z-Axe ist eine Doppellinie der Fläche. Dasselbe gilt be- 
züglich der y-Axe, von welcher der zwischen y=—4 und y=-+4 liegende 


r )+2logr]’ = 4er y’ 


Theil mit reellen Flächenelementen zusammenhängt. Die Endpunkte dieser 
Strecke sind uniplanare Doppelpunkte der Fläche. 

Ueberhaupt besitzen alle Minimalflächen, zu welchen die auf der 
linken Seite der obigen Entwiekelungen zu Grunde gelegte Anordnung 
führt, uniplanare Doppelpunkte, welche den Werthen t=e, und t=e, ent- 
sprechen. 

Die Gleichungen auf der rechten Seite der obigen Entwickelungen 
(pag. 152) führen zu einer periodischen Minimallläche, welehe von den Ebenen 

z = 2(2n-+1)n 


in geodätischen Linien geschnitten und längs dieser ebenen CUurven von 


za) 0 
berührt wird. 


Lässt man auch bei dieser Fläche U, V, W beziehlieh in —iU 
iV, —iW übergehen, so erhält man eine durch folgende Gleichungen be- 
stimmte Minimalfläche 


der Cylinderfläche 


. 


5 nn 


y —=2V 


(r Hr”) sin 2 


Dem 


DD 


(r +r)eosp 


ww 


(r—r ") e08s2p—4logr. 


Fiir jeden eonstanten Werth von r stellen diese Gleichungen eine Raum- 
curve vierten Grades dar, welehe Sehnittlinie des elliptischen Cylinders 


x ’ [+ 4logr | 2 
mit dem parabolischen Oylinder 


A r+r! 
ERRET 


ist. Dem Werthe r = 1 entspricht eine ebene Curve vierten Grades 


[2+4(r—r")-+4logr] 
2—2(4)+(4)=0, 3=0, 


welche eine geodätische Linie der Minimalfläche ist. 
Die z-Axe ist eine Doppellinie der Fläche. 
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3. Ein Beispiel für den Fall, in welchem die Funetion W sich an 
drei Stellen logarithmisch verzweigt, nämlich für die Werthe / l,t=-+1 
und = x, ist das folgende: 


..%. 3-+6°—t‘ 
S- . ıYı\$) . 
-#) 
It’ ' . Bi? | hi 
 — . - : } N 
U IE: ) ? dp „ log(1—-f) A, 


Die algebraischen Curven der Minimalfläche entsprechen den in der -Ebene 
liegenden confocalen Lemniskaten, deren Brennpunkte die Punkte | 
und = --1 sind. 

Dieser specielle Fall unterscheidet sich von allen andern meines 
Wissens bisher genauer untersuchten nieht algebraischen Minimalflächen. 
welche eine Schaar algebraischer Curven enthalten, dadureh, dass die al- 
sebraischen Klassen, welche durch irgend zwei der Schaar angehörende 
Curven bestimmt werden, im Allgemeinen von einander verschieden sind, 
Die Coordinaten eines beliebigen Punktes jeder Curve der Schaar sind 
darstellbar als eindeutige elliptische Funetionen einer veränderlichen Grösse, 
aber die zugehörende absolute Invariante ändert sich beim Uebergange von 
einer Curve der Schaar zur unendlich benachbarten. 

In diesem Falle sind also die auf der Minimallläche liegenden al- 
gebraischen Uurven in der durch s und %(s) bestimmten algebraischen 
Klasse nicht enthalten. 


V. 

Die allgemeine Untersuchung wird jetzt an der Stelle wieder aut- 
genommen, wo dieselbe durch die Betrachtung specieller Fälle unter- 
brochen wurde. 

Im Art. Il. ist gezeigt worden, dass die Grössen s und (s) unter 
den daselbst angegebenen Voraussetzungen entweder rationale Funetionen 
oder eindeutige elliptische Funetionen einer veränderlichen Grösse sind. 

In diesem Artikel wird nun der Fall genauer untersucht, in welchem 
die Grössen s und 7%5(s) eindeutige elliptische Funetionen eines Argumentes 
a sind. 

Aus demselben Grunde, aus welchem die Coeffieienten der zwischen 
t und 7 bestehenden algebraischen Gleichung als reell vorausgesetzt worden 
sind, kann man von der Annahme ausgehen, dass die Invarianten g, und g; 
20* 
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der elliptischen Funetionen @& und gu, durch welche t, 7, s und %&(s) 
rational ausgedrückt werden, reelle Werthe haben. 

Unter (dieser Voraussetzung entsprechen conjugirten Werthen t, £, 
auch eonjugirte Werthe a, «, des Argumentes, und es hat daher die Diffe- 
venz 0— u, einen rein imaginären Werth, welcher mit 2vi bezeichnet werden 
möge. Da nun jede der rationalen eindeutig umkehrbaren Transformationen 
der zwischen s und %(s) bestehenden Gleichung in die zwischen s, und 


5;(85) bestehende Gleichung für die Grösse a—u, einen constanten Werth 


ergieht. die Schlussfolgerung ist der in dem vorangehenden Autsatze 
angewandten völlig analog — so kann die Grösse vo als Parameter der 


auf der Minimalftläche liegenden Schaar algebraischer Curven angesehen 
werden. 

Die Gleichung #«—w, = 2vi stellt, wenn o als veränderlicher VPara- 
meter angesehen wird, in der #-Ebene eine Schaar von parallelen Geraden 
dar, längs denen der imaginäre Bestandtheil der Grösse « einen constanten 
Werth hat. Weil aber die Grösse « als eine Funetion des complexen 
Argumentes s angesehen werden kann und in Folge dessen die Minimal- 
fläche auf die #-Ebene conform abgebildet wird, so bilden die auf der 
\inimalfläche liegenden der Schaar angehörenden algebraischen Uurven 
nebst ihren orthogonalen '"T’rajeetorien ein isometrisches Curvensystem auf der 
Fläche, mit anderen Worten, die erwähnte Curvenschaar vermag nebst der 
zu ihr orthogonalen Curvenschaar die Minimalfläche in unendlich kleine 
(Juadrate zu theilen. 

Setzt man nun «= w'-tei, wo «' eine veränderliche Grösse bezeichnet, 
welche zunächst nur reelle Werthe annehmen soll, so ergiebt sich aus der 
Voraussetzung, welche bezüglich der auf der Minimalfläche liegenden Curven 
der Schaar gestellt worden ist, und aus dem für die Funetion gw geltenden 
Additionstheorem, dass die reellen 'T'heile der drei Funetionen U, V, W für 
jeden constanten Werth von e rationale Funetionen von gw und pw sein 
müssen. 

Denn für jeden constanten Werth von o sollen die Gleichungen 

z=RAU, y=NRV, 3=RW 


eine algebraische Curve darstellen, welche die Eigenschaft besitzt, dass die 





Coordinaten eines beliebigen Punktes derselben durch s und 5(s), also auch 
durch „a und 9’ rational ausdrückbar sind. Da nun w=w-+ei ist und 
w(w+ei) sowohl als g'(w-+ve) in Folge des für diese Functionen geltenden 
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Additionstheorems durch gw und gw rational ausdrückbar ist, so sind auch 


die reellen Theile von U, V, W für jeden eonstanten Werth von » rationale 
Kunetionen von gu und gu”. 

Damit dieses eintritt. ist nothwendig und hinreichend. dass zwei Be- 
dineungen erfüllt sind: 

erstens, dass in den für die Umgebung irgend eines Werthes u =, 
veltenden Entwickelungen von U, V, W nach Potenzen von „—u, für keinen 
Werth von «, ein mit dem Factor log (u—u,) behaftetes Glied auftrete, mit 
anderen Worten, dass die Funetionen U, V, W kein Integral dritter Art 
enthalten: 

zweitens, dass die C'oetfieienten der in den drei Funetionen U, I, W 

o' . aa h 
vorkommenden mit —_ (@), beziehungsweise mit # multiplieirten (Glieder rein 
imaginäre Werthe haben. 

jeweis. Bezeichnet U, die zu der Grösse U eonjugirte (Grösse, 
welche eine Funetion der zu der Grösse a eonjugirten Grösse a, Ist, so 
vilt, vorausgesetzt, dass den Grössen a und «, zunächst nur eonjugirte 
Werthe beigelegt werden, die Gleichung 

2RU = U+U.. 
Setzt man mın a=wu-ei, u, = w—evi, so soll nach der Voraussetzung, für 
jeden constanten Werth von e, U+U, eine rationale Function von gw und 
pw sein: man erhält also die Gleichung 
U+U, = R(gu, Gu'), 
in welcher R eine rationale Function bezeichnet, deren Coetfieienten ana- 
Ivtische Funetionen des Parameters ® sind. 

Man kann jetzt die Voraussetzung, dass der Variablen « nur reelle 
Werthe beigelegt werden sollen, fallen lassen, weil alle in Betracht 
kommenden Funetionen analytische Funetionen sind. 

Hieraus folgt, dass die Grösse U-+-U, als Funetion der jetzt unbe- 
schränkt veränderlichen Grösse « betrachtet für alle endlichen Werthe dieser 
(Grösse den Charakter einer rationalen Function besitzt. Aus diesem Grunde 
ist U+U, an keiner Stelle logarithmisch verzweigt. 

Es kann aber auch die Grösse U an keiner Stelle logarithmisch 
verzweigt sein. 

Enthielte nämlich die für die Umgebung irgend eines Werthes «= «, 
geltende, nach Potenzen von a—u, fortschreitende Entwickelung von U das 
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Glied Clog (a—w,), so würde die für die Umgebung des Werthes «' = w,—ri 
geltende Entwiekelung von U das Glied Clog(w— (w—ei)) und die für die 
Umgebung desselben Werthes geltende Entwiekelung von U, das Glied 
—Clog(#—(a,—vi)) enthalten müssen. Hieraus würde folgen, dass die für 
die Umgebung des Werthes a, = «,—2vi geltende Entwickelung von U, das 
Glied —Clog (a, —(a,—2vi)), und die für die Umgebung des Werthes # = ,,-+2ei 
geltende Entwickelung von U das Glied —C,log(a— (a,+2vi)) enthalten 
müsste, wenn %, C, die zu den Grössen #, © eonjugirten Grössen bezeichnen. 

Da nun die Funetion U innerhalb jedes Periodenparallelogramms 
jedenfalls nur an einer endlichen Anzahl von Stellen logarithmisch verzweigt 
sein kann, so besitzt dieselbe für den Werth » = a,+2ei, wenn ® nicht 
specielle Werthe annimmt, den Charakter einer ganzen Funetion. Es muss 
also ©, und demnach auch € gleich Null sein. 

Hiermit ist der erste T'heil des obigen Satzes bewiesen. 

Weil die Funetionen U, V, W unter den angegebenen Voraus- 
setzungen an keiner Stelle logarithmisch verzweigt sind, besitzen dieselben 
die Gestalt 

| ik Ei 
'A-+-Bi) 2 a)+(C+Diu+R pu,ou), 
wo A, B, C, D reelle Constanten sind und R, eine rationale Funetion be- 
zeichnet. 

Der reelle Theil dieses Ausdruckes erhält, wenn u = «-+-vi gesetzt 
und die Veränderlichkeit von « und ® auf reelle Werthe beschränkt wird, 
nach dem für die elliptischen Integrale zweiter Art geltenden Additions- 
theoreme die Gestalt 

A = a)+Bi £ vi)+CuW—De+R [pu,pW,9 (vi), gevi)|, 
wo R, eine rationale Function bezeichnet. 

Dieser Ausdruck ist, wenn der Grösse oe ein eonstanter Werth bei- 
gelegt wird, nur dann eine doppeltperiodische Funetion von «, wenn A 
und C einzeln gleich Null sind. 

Es muss also sowohl A als auch © gleich Null gesetzt werden. 

Hiermit ist der zweite Theil der oben aufgestellten Behauptung 
bewiesen. 

Die Aufgabe: 
„Alle nicht algebraischen Minimalflächen zu bestimmen, welche eine 





7 
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Schaar algebraischer in dem angegebenen Sinne mit den Grössen s und ‘5(s 
in dieselbe Riemannsche Klasse gehörender Curven enthalten,“ 

ist daher mit Ausnahme des Falles, in welchem s und %{/s) dureh dieselbe 
veränderliche Grösse # rational ausdrückbar sind, allgemein zurückgeführt 
auf folgendes algebraische 


Problem: 
Durch Gleichungen von der Form: 


' 
‚0 


Ü = iA ut A (®) ) HF, (ou, (2 u 
0 
.f ‚0 
V= i(Bua+B  (W)+R,(ou,o'u). 
( | 7 ) rMipu,g 
fi o' 

W = ilCu+ - (@)) -F,(pu,o u 
in welchen A...C' reelle Constanten und F,. F,, F, rationale Functionen be- 
seichnen, sollen drei linear unabhängige Functionen U, V, W derselben un- 
beschränkt veränderlichen Grösse u bestimmt werden, welche die Eigenschaft 
haben, dass die Summe der Quadrate ihrer Ableitungen identisch gleich Null ist. 


Die Funetion 9a ist mit ihrer Ableitung 9“ durch die Gleichung 
Hu” = Lpu’— gpu—g; 


verbunden, in welcher 9, und g, zwei reelle Grössen bezeichnen. Die Con- 
stante der Integration ist durch die Bedingung 
(U) = w 


bestimmt. 
Von der Funetion 9% hängt die Function oa durch die Differential- 


sleichung 
d’logau 
63 ie u; ) u 
du‘ ) 
ab und ist durch die Bedingungen 0°(0) = 1, 0’(0)=0 eindeutig bestimmt. 


a i , 0' n a Zei i 
Die Function „ (w), ein elliptisches Integral zweiter Art, betrachtet als 
Funetion des elliptischen Integrals erster Art «, ist durch die Gleichung 


' 


1) o'u dlog ou 
(u) = = 
0 


ou du 
bestimmt. 
Wenn es gelungen ist, drei Funetionen U, V, W den Bedingungen 
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des obigen Problems gemäss zu bestimmen, so stellen die Gleichungen 
z=AU, y=-W, s=-NRW, 
wie sich aus dem Additionstheorem ergiebt, eine Minimaltläche dar, welche 
eine Schaar algebraischer Curven enthält. „Jeder Geraden der #- Ebene. 
längs welcher der imaginäre Bestandtheil der Grösse # einen constanten 
Werth hat, entsprieht eine Curve der Schaar. 
Unter derselben Voraussetzung stellen die Gleichungen 
z=NRiU, y-Riıl, 3=- RW 
eine zweite Minimaltläche dar, welche eine Biegungsfläche der vorigen ist 
und welche ebenfalls eine Schaar algebraischer Curven enthält. Jeder 
Geraden der #-Ebene, längs welcher der reelle Bestandtheil der Grösse « 
einen eonstanten Werth hat, entspricht eine algebraische Curve auf dieser 
zweiten Minimalfläche. 

Bemerkung. Der einfachste Fall der im letzten Artikel betrachteten 
Minimalllächen ergiebt sich, wenn die mit U, V, W bezeiehneten Funetionen 
der Bedingung unterworfen werden, innerhalb jedes Periodenparallelogramms 
nur. für zwei Werthe des Argumentes # und zwar von der ersten Ord- 
nung unendlich gross zu werden. Eine nähere Untersuchung zeigt, dass 
in Folge der übrigen Bedingungen des Problems die Differenz dieser beiden 
Werthe eine halbe Periode sein muss. Als allgemeine Gleichung der dureh 
die angegebene Bedingung charakterisirten Minimalflächen ergiebt sieh bei 
passender Wahl des Coordinatensystems 


(x (@)- e,2) - y—(923— e,) 0. 
Ks ist hierbei vorausgesetzt, dass die drei Wurzeln e,. &, e; der Gleichung 
4s°— ms-9 = 0 reelle Werthe haben und dass (e,— &)(&—e,)=1 ist. Die 
betrachteten Flächen, welche von den Ebenen 3 = eonst. in Kreisen ge- 
schnitten werden, stimmen mit den von Riemann und von Herrn Enneper 
untersuchten eine Schaar reeller Kreise enthaltenden Minimalllächen überein. 


(Göttingen, 1875. 

















On the Tetrahedroid as a particular case of the 
16-nodal quartic surface. 


(By Prof. A. Cayley at Cambridge.) 


Ih the paper „Sur un cas partieulier de la surface du quatrieme 


ordre avee seize points singuliers“ this journal t. 65 (1866) pp. 284— 290, 


i 

| showed how the surface called the Tetrahedroid eould be identified as a 

special form of Kummer's 16-nodal quartie surface; but I was not then in 
| possession of the simplified form of the equation of the 16-nodal surface 
| eiven in my paper „Note sur la surface «du quatrieme ordre douce de seize 
| points singuliers et de seize plans singuliers“ this journal t. 73 (1871 

pp. 292—293 (see also my paper, „A third memoir on Quartie surfaces“, Proe. 

lwond. Math. Soc. t. III (1871) p. 250). Using the equation last referred to, 
| | resume therefore the eonsideration of the question, 
| Taking the consiants «, 9, y, @, P, y, «, P", y’ such that 
| a -+-/N rY=VU, a v 0, a +P"+Y" = 0 

and writing also 

M= oa" —y)+PP'y-ea)+rry'a -Pß 

= 0a F Yy) PP y -- a )- vYy 0 - 9 
a. a (B"—y")+ßB BR (y"—a")4Y Ya" B" 
31P / F Y F-Y)+HYr-e)y eye" e—H)\e—P)\e —P 


(the equivalenee of which different expressions for M is verified without 
diffieulty): writing also X, Y, Z, W as current eoordinates, the equation 
of the 16-nodal surface is 
Ww’(X’+Y’+2’—-2YZ -2ZX—-2XY 
0 ) +2W \ac’a Y’Z-YZ)+-PPZX—ZX 
+ (aaa YZ+PBPP"ZX+yyy'XY 


YyXY-XY?)+MXYZ| 


where (eo, , 7, «,P', y, «",P",y" being connected as above) the number 
of eonstants is = 6. 
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The equations of the 16 singular planes are i 
X, Y=0), 7-0, W-0, 
aly'y"Y BA" Z) y 0. Ba'a'Z-y'y"X) W 0. „(BE B"X a'a"Y) Ww 0. ByXH yaY- «BZ 0. 
a(y"yY-P"BZ) -W-0, Pa"aZ-y"rYX)-W-0, z’(B"BX-a"raY)-W-0, Py'kı yalı «PZ-0, 


N oda 


@'(yy'Y-8#Z) -W-0, B"(aa'Z-yy'X) -W-0, y’(BPX-aa’Y) -W-0, Bry"Kıytat Ya" rZ-0. 
Writing x, y. z, w as eurrent eoordinates the equation of the Teetrahedroid is 
mn fe +nTtgy'-+Umhiz‘ fghw* 
If-mg—nh)\Tyz+fcw)+(—-Uf+mg—n’h’)(m’z’r’+ g’y’w’) 
I m’g+n)Wry+hzw) — 0, 


where (inasmuch as f, g, h, !, m. » enter homogeneouslv) the number of 
eonstants iS =D. 
The equations of the 16 singular planes (written in an order corre- 


sponding to that used for the 16-nodal surface) are 


ny-ms+fw=-0 nz =» + k+tw=-0 max-Iy = +hw=( [ze-gy-hz = =) 
fz-qy-hz =» =0| ma+ly » +hw=0 —nz =» +gw-0 = ny-mz-fw=-0 
me—Iy = +hw=0) [a+qy-hz = VO = myım+fw-O,—- nz = + ls-gw-0 
ne: I+gw-0 = —ny-mz+ fw— VÖ fz-gy-hz =» =0, ma-iy x -hw=-(. 


These equations can be made to agree each to each with those of the 


16 singular planes of the 16-nodal surface, provided that we have 


m n n l I m 
a ’ ! Im! ar N Zi 
ern ” e — 14 / j an Bi r _- _. Y)PMyinr Ay 
„7.7 WEITERE WEZEERREEEN nYy7 ; 
> 42 . PR „m „ , .. nz 
where observe that the first three equations gIVe © ID) ym0 PY which is 


the relation between the eonstants when the 16-nodal surface reduces itself 
to a tetrahedroid in the above manner. And if we then assume 

X—=ny-ms+fwv, Y=—ne+a+gw, Z=me—y-+hw, W= —fe—gy—hz, 
the 16 linear funetions of A, Y, Z, W will become mere constant multiples 
of the corresponding 16 linear functions of x, y, z, w: the constants by 
which the several funetions of x, y, z,. w have to be multiplied in order 
to reduce them each to the corresponding linear funetion of A, Y, Z, W 


being eiven bv the table 


# l E 1. 
| a'a aa" I 
6 a i’/ _n ar. 
(la —mP). — (lo -m?). (lo —m/)). = nl, > 3 # 
mn m n 
8" v r 1 } yr N P"B (a > ” ‚ y'a' " N 
IM NY ). (IM —NY )., — (md —NnY ). , ra —Y A 
I ‚ ny' d n 4 Fa“ . 
N N an 
Y} „ „ YY N „ 1 ‚ r „ a 5 I ‚ 
id nY la } (N) lo 2 - \ny — la E - 0/3 09). 
[ BE la YY 








I 
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For instance we have 


ö .. | 
(yy' Y-PD-W= — la — m) (fa —gy— ha). 


viz. substituting for Y, Z, W their values the relation is 


0 ) af PR | R lz £ 
maß." —ly * +hw la - mi) (fr hz 
MOD. B PP \ ME—im ae) ( mia)\/.ı gqy —n2) 
mia(—-fe -qgy—hz * ) \ 


As regards the terms im y, 2, and w, the identity is as once verified: As 


regards the term in x we should have 


’ ' „ „ 2 
BE. a a fe R y -) ’ } 
mapı—ny; mi) de—2mp)f , 
viz. substituting: for f its value. lao' a" ma .. the equation divides 
hv ma and we then have 
! r „ 12 ! yr ) 
P(-nyy—mPP a 5 (la—2m/\ ), 
that IS 
4 A „ u 4 ! j ! Z 
laa » -—mpPp (P-+2«')- ny';, () 

... . zZ „ ! s ! ! l / “ 
or writng herein my = la _ nY = la. and » La = 0 Y; the equatıon 
becomes «a B"— a" Pk — vıı—- a By" = 0. that is „(a P"— a" I = Ar" — a" An 

I I / . | If 7, 
BR? i i „2 „ u 3 Dr . 4 n 
or writing herein «@ 77 an Y, the equatıon divided by oe becomes 
y m], id _ N" De. . ] . «] - dee - oh ) N 
a3 DD = PYy —P yY, Wilch ı5s True ın viıtue 08 a—+D Y V and 
!ı „ut PR ® m . .; FE 
a" +P =0. And in like manner the several other identities mav be 


verified. 

The equation «'9"y = «"%y' might have been obtained as the eon- 
dition of the interseetion, in a common point, of four of the singular planes 
of the 16-nodal surface; and when this equation is satisfied, there are in 
fact four systems each of four planes, such that the four planes of a system 
meet in a common point: viz. we have 

Planes 
X-0, PyX+yaY+aßZ = U, y'(B"BX-a'aY)-W - 0, 8" (aa! Z-yy'X)-W=-0, 
Y=-0, „(BP"X-aa"Y)-W- 0, PAy'Xıyla'Y a Z=(, a'(yy'Y-BPZ)-W = 0, 
Z=0, Ka'a"Z-yy"X)-W=-0, a'y"YY-PB"BZ)-W-0, Ay Xrytat Ya BZ = 0, 
W=0, aly'z"Y-BB"Z) W-0, Bla'aZ-y"YX)-W-0, y"(BBX-aa'Y)-W = 0, 


meeting in points 


s IA 
. — 12, Y 0 Py.o 
! ! A 2 Y, 
X RR a « 
& b/ 0), /> Ü 5 ./I 
7} a" 7 ' . „ 
u, BP, ), & P3 N 


Be, Ü a , 
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the four points being in faet the vertices of the tetrahedron formed by the 
four planes of the tetrahedroid. Observe that if the singular planes of the 
16-nodal surface in their original order are 
. a u u 
er 
29, ı2 IS, 
13, 14, 15, 16, 
then the planes forming the last-mentioned four systems of planes are 


(1, 8 11, 14), 

2. , 2 3) 

e-.::-18 

(4, 5, 10, 15), 
viz. they correspond each of them to a term which in the determinant 
formed with the 16 symbols would have the sign +. 
Ihe equation «'p"y = «’Py' is evidently not unique, the triads 
(a, pP, y) (a, P, y), (@”’, P", y’) enter symmetrically into the equation 
of the 16-nodal surface, and by taking the singular planes of one of the 
surfaces in a different order, the equation would present itself under one 
or other of the different forms 


' N " “| „ I, . IN =, 0. DR y' al 

6 | Y -& P7 > d PY =0P7 ; GI 7 =0ap 7; 
Pu 3 _ 0 en an! > ME IE } - SR 

0 37 =(U PY> 104 PY=Z«P 7 P @ "m apDY7 - 


Cambridge, 9. Dec. 1878. 





Algorithm for the characteristies of the triple 
9-funetions. 













(By Prof. A. Cayley at Cambridge. 


rm 

Une characteristies of the triple 9-funetions may be represented, the 
28 odd eharacteristies by the binary symbols or duads, 12, ... 78, and the 
V0O 


000° 0), say the 35 even charaeteristies. by the 


even ones (other than 
ternary symbols or triads 123, ... 567: which triads may be regarded as 
abbreviations for the double tetrads 1238.4567, ... 5678.1234, the S being 
always attached to the expressed triad. "The correspondenee of the symbols 


is given by the diagram: 


upper line of characteristie 








VOO 100 O10 110 001 10] 011 11] 

E 
2 | 000 o | 2336 | 36 | ı37 | a07 | 156 | 1 | 97 
| ıw | 3 67 | 136 12 | 157 8, 256 35 
s| 00 | 25 | 127 23 68 | 134 | 357 15 47 
. 110 126 15 18 145 356 25 46 234 
| v1 | 567 | 16 | 15 7 45 17 38 26 
| 10 | 107 |°58 | 246 34 16 | 133 !_ 27 | 367 
= 011 135 347 | 14 97 23 36 167 456 
111 | 346 24 56 | 25 37 | 367 | 457 15 

















or. what is the same thing 







upper line of characteristie 
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100 \ 010 110 
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101 011 111 
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bv means of which the two-line-charaeteristie is at once found when the 
duad or triad is given. 
The new algorithm renders unnecessary the Table I of Weber's 
memoir „Theorie der Abelschen Funetionen vom Geschlecht 3“. (Berlin 1876.) 
In faet the system of six pairs corresponding to an odd eharaeteristie such 
as 12 ıs 
13.25, 14.24, 15.25, 16.26, 17.27, 18.28 

and that corresponding to an even charaeteristie such as 123 (= 1238.4567) is 
12.38, 13.28, 18.23, 45.67, 46.57, 47.56 

so that all the (25+55 =) 63 systems can be at once formed. 

The odd ceharaeteristies correspond to the bitangents of a quartie 
eurve, and as regards these bitangents the notation is in fact the notation 
arising out of Hesse's investigations and explained Salmon’s Higher Plane 
Uurves (204 Kd. 1873) pp. 222—225. It may be noticed that the geome- 


trical symbols corresponding to the before-mentioned two systems are: 


> 


3 
4 
. / a, 
5 

I 2 and - Henece seleeting out of the first system 
« 5 37 g; any two pairs we have a symbol T, 
. but seleeting out of the second system 
> any two pairs we have a symbol 

whieh is either I or : so that in each case (Salmon p. 224) the four 


bitangents are such that the eigsht points of eontaet lie on a conie. 
The 28 bitangents of the general quartie eurve 
EA +Va2$: +V135; =WUV, 
represented by the equations given Weber pp. 100-— 101, and taken in the 
order in which they are there written down have for their duad-charaeteristies 
18, 28, 38, 23, 15, 12, 48, 14, 58, 15, 68, 16, 78, 17, 24, 34, 25, 39, 
26, 36, 27, 31, 67, 57, 56, 45, 46, 47 
vespeetively. Taking out of any one of the 65 systems three pairs of bi- 
tangents at pleasure, these give rise to an equation of the eurve of a form 
such as In Ss +1 +2,50, and the whole number of the forms of 
equation is thus = 1260. The triads of pairs which enter into the same 


equation may be 
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triads such as 12.34, 13.42, 14.23 | No. = 7 
2" 4 
1 2» 447 
12.34, 15.42, 56.78 „. = 6% 
Bee 
13.23, 14.24, 15.25 2<—53 ? >60 
making the whole number — 1260, 


as already mentioned. 


Cambridge. 7. Dee. 1878. 


Zusatz zur obigen Abhandlung. 
(Von €. W. Borchardt.) 


\ on Herrn Weierstrass rührt bekanntlich der Gedanke her. aus den 
4° $-Funetionen von o Variabeln 20+1 Funectionen, welche mit einem ein- 
fachen Index bezeichnet werden, so auszuwählen, dass die Composition 
dieser 20-1 Indiees zu 2, 3, ... oe sämmtliche 9-Funetionen mit Ausnahme 

5 des Haupttheta erschöpfen. In der Weierstrassschen Theorie sind die 20+1 
Functionen, von welchen man ausgeht, so gewählt, dass sieh unter ihnen o 
ungerade Functionen finden, deren Indices «, ?,.... seien, und o+1 ge- 


rade Funetionen, deren Indices a, b, ... seien. Alsdann ist irgend eine 
+-Funetion, mit einem aus » Zahlen «, ?, ... und n—v Zahlen a. b. ... 


also im Ganzen » Zahlen eomponirten Index eine gerade oder ungerade 
Funetion, jenachdem 


Heft 1 u. 2 


ä 
Bu 
2 
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eine gerade oder ungerade Zahl ist. Die Auswahl der 20-+1 Funetionen, 
welche man als 9°s mit einfachem Index zu Grunde legt, kann auf ver- 
schiedenartige Weise modifieirt werden. Für o=3 hat Herr Heinrich Weber *\ 
vefunden, dass man zu einer beliebig gewählten geraden Charakteristik p 
immer 7 ungerade Charakteristiken p+@,, ... p+e- so auswählen kann. 
dass diese 7 und die 21 aus p und den Amben der «@ eomponirten Cha- 
rakteristiken alle 28 ungeraden Charakteristiken und alle aus p und den 
Ternen der @ componirten Charakteristiken die von p verschiedenen 35 ge- 


raden Uharakteristiken liefern. Diesen Satz hat Herr Sehottky "*) auf 


$-Funetionen von o Variabeln dahin ausgedehnt: 

Es ist möglich ein System primitiver Indices 1. 2, 3, ... 20-+1 
und einen ausgezeichneten & so zu wählen, dass ea ein gerader Index ist 
wenn die Anzahl der primitiven Indices, aus denen a zusammengesetzt ist. 
= og oder e-+1(mod.4) ist, dagegen ein ungerader, wenn diese Anzahl 
=9-+2 oder o+3 (mod.4) ist. 

Hiernach bezeichnet Herr Schottky für e= 3, indem er = setzt, 
die 64 9-Funetionen durch die Indices 


VD, %, a4, iu (,4,u=1..1) 
in der Weise, dass 2, #4 die +21 = 28 ungeraden, 0, z4u die 1+ 35 = 36 
geraden Functionen liefern, welche Bezeichnung, wie man sieht, abgesehen 
von unwesentlichen Modificationen, mit derjenigen übereinstimmt, welche 
Herr Cayley im Vorstehenden angewandt hat. 

Es ist noch zu bemerken, dass die 7+21= 28 Funetionen, ‚welche 
in der Weierstrassschen Bezeichnung mit einem einfachen und zweifachen 
Index bezeichnet werden, durch Hinzufügung einer gehörig bestimmten halben 
Periode in die 28 ungeraden Funetionen übergehen. 

In der That, man setze mit Herrn Weierstrass 


r< 


ü Pin 1 . eu rn j 
3 ®, n.8 pi m d . — P> eI di, at, t 0 PLADERLE 2U NM, a®”u) 
» » n Mt) —X 
: ' I 6 2 - rn } 9 
Ur. di Me ,) = 2no, ++ 2n,d,+ NT + Zn m Tat + NT, 


( 


so geht bekamntlich für e=3 das Haupttheta 9,0, wenn man nach ein- 
ander alle möglichen halben Perioden zu den Argumenten e,, ©. ®, hinzu- 


*) Theorie der Abelschen Functionen vom Geschlecht 3, Berlin bei G. Reimer 
1876; Theorem VII p. 25, VIII p. 27, XII p. 29. Nur scheinbar iautet das Ergebniss 
in der Weberscehen Schrift dadurch etwas anders, dass dort p-+«, = f, gesetzt ist. 


Abriss einer Theorie der Abelschen Functionen von drei Variabeln, Habili- 
tationsschrift, Breslau am 5. November 1878 p. 18. 


r 
53 

h: 
& 
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fügt, abgesehen von einem Exponentialfactor, in die ganze Reihe der 


64 9-Funetionen über, sodass jeder Function 9, ,..,.,,, eine bestimmte 
halbe Periode entspricht. Dies vorausgesetzt, entspricht die in Rede stehende 
halbe Periode der Combination 
Im En 
der sechs Zahlen u, v. 
Schliesslich übersichtlicher Gestalt die Tabelle der 64 


3-Funetionen nach der Weierstrassschen 


möge in 
jezeichnung folgen, welche sich 
in Herrn Henochs Inaugural-Dissertation „de Abelianarum funetionum periodis“ 
p. 15 findet. 

















u Wu,it, 

000 100 010 001 011 101 110 111 

VOO T 12 34 56 012 034 O6 Ö 
100 01 02 256 234 2 134 156 
010 | 456 03 356 4 3 124 04 123 
001 6 126 346 5 345 125 05 06 

vv,v,4 

011 45 036 3) 46 36 035 046 045 
101 | 016 0% 25 ı 015 6 025 15 16 
110 23 15 24 , 014 013 (24 14 023 

1 111 236 136 | 246 | 235 | 248 135 146 145 











In dieser Tafel mit doppeltem Eingang bilden der Complex der 
Zahlen u,, 4, 4, und der Complex der Zahlen »,, »,. v, die beziehungs- 
weise über den 8 Verticalreihen und vor den 8 Horizontalreihen stehenden 
Ueberschriften, während in jedem der 64 Felder der Tafel der einfache 
oder eomponirte Index steht, welcher nach der Weierstrassschen Bezeichnung 
der Combination beider Complexe 1,, 4, 1, und »,,»,,v,, d. h. dem Zeiger 
der betreffenden 9-Funetion entspricht. Die unterstrichenen Indiees gehören 
zu ungeraden 9-Funetionen. 


Berlin, d. 15. December 1878. 








Anmerkung über einen Satz von Fermat. 


(Von Herrn Baltzer in Giessen.) 


Dass 2”+] eine Primzahl sei, wenn m eine Potenz von 2 ist, hat 
Fermat geglaubt und geäussert (Opp. p. 115: „apud me constat, et jam 
dudum Analystis illius theorematis veritas fuit significata“). Es ist jedoch 
von Euler Comm. Petrop. 6 p. 104 gelegentlich wahrgenommen worden, 
dass 2° +1 durch 641 theilbar ist. Wenn nun Gauss Disqu. arithm. 365 
bemerkt „Fermatius quidem inductione deceptus affırmaverat, omnes numeros 
sub illa forma contentos necessario primos esse‘‘, so könnte ein ungünstiges 
Lieht auf andere Fermatsche Sätze fallen, deren Beweise noch heute fehlen. 

Es darf aber nicht unbeachtet bleiben, wie Fermat selbst in einem 
frühern Brief vom 18. Oetober 1640 (Opp. p. 162) über jenen Satz, der 
später als unrichtig erkannt worden ist, sich geäussert hat: „Mais je vous 
avoue tout net (car par avance je vous avertis que comme je ne suis pas 
sapable de miattribuer plus que je ne sais, je dis avec la m&me franchise 
ce que je ne sais pas) que je n’ai pu encore demontrer Vexelusion de tous 
les diviseurs en cette belle proposition que je vous avais envoyde, et que 
vous m’avez confirmee touchant les nombres 3. 5. 7, 257, 69937 ete. Car 
bien que je reduise l’exelusion & la plupart des nombres, et que jaie m&me 
des raisons probables pour le reste, je n’ai pu encore demontrer ne&cessaire- 
ment la verite de cette proposition.“ 

Aus Fermats Nachlass kennt man dessen Randbemerkung zu Diophant 
Arithm. II, S: „Cubum autem in duos eubos. aut quadratoquadratum in duos 
quadratoquadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra quadratum potes- 
tatem in duos ejusdem nominis fas est dividere. Cujus rei demonstrationem 
mirabilem sane detexi; hanc marginis exiguitas non caperet“. Durch Zu- 
sammenstellung dieser Aeusserung mit der obigen wird die Möglichkeit des 
Zweifels nicht wenig eingeschränkt. 


(siessen. Juni 1878. 








Ueber die Erweiterung des Jacobischen Transfor- 
mationsprincips. 
(Von Herrn L. Königsberger in Wien.) 


T | 
Nachdem Legendre gezeigt hatte, dass man der Differentialgleichung 


1) dy NR dx 
YA'+B'y+C'y’+D'y’+E'y‘ YA+Br-Cx’+Dxe’+Er‘ 
dureh rationale Substitutionen zweiten und dritten Grades, also durch eine 
Transformation von der Form 


a+ar+a"r’+---+aw)ır 


5) un 
10.) J b+b'r--b"x’ +... 4 bw) ar 


u! 


genügen könne, in welcher 
p = 2°.3°. (2m +1)’ 

ist, war es bekanntlich Jacobi, der in seinen ersten Arbeiten über die 
Theorie der elliptischen Funetionen nachwies, dass, was auch p für eine 
positive ganze Zahl sein mag, eine Substitution von der Form (2.) existire. 
welche ein elliptisches Differential erster Gattung wieder in ein anderes 
elliptisches Differential erster Gattung transformirt. Und zwar besteht das 
von Jacobi zum Beweise dieses Satzes angewandte, überaus einfache Prineip 
darin, dass die Substitution (2.) mit unbestimmten Coeffieienten des Zählers 
und Nenners in den Ausdruck 

' dy 
VA+By+Oy’+D'y’+ E'y' 


eingesetzt, und die Constanten 


(M.) 


u re 


so bestimmt werden, dass das Polynom unter der Quadratwurzel 2p—2 Doppel- 

factoren hat: es wird sodann gezeigt, dass die Zahl der willkürlichen Con- 

stanten zu dieser Bestimmung ausreicht, und dass endlich der Quotient aus 

der in den Zähler des Ausdruckes (M.) eintretenden Funetion von x und 

den aus der Quadratwurzel heraustretenden Factoren eine ÜUonstante ist, 
Journal für Mathematik Bd. LXXXVII. Heft 3. 23 
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Dieser Satz bildet aber die Grundlage der algebraischen T'heorie der Trans- 
formation der elliptischen Integrale und Functionen. 

Es war unmittelbar ersichtlich, dass für Polynome von höherem Grade 
als dem vierten eine solche rationale "Transformation eines hyperelliptischen 
Differentials erster Gattung in ein anderes, zu einem Polynome gleichen 
Grades gehöriges derselben Gattung im Allgemeinen nicht möglich ist, da 
die Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen die Zahl der zur Verfügung 
stehenden Constanten übertrifft, wie dies auch von Richelot in der ersten 
seiner beiden ausgezeichneten Arbeiten über die Transformation der Abelschen 
Funetionen erster Ordnung gezeigt worden, und es war wiederum Jacobi, 
welcher die fundamentale Bedeutung des Abelschen Theorems für die De- 
finition der Umkehrungsfunetionen der Integrale algebraischer Functionen 
erkennend, Richelot den Weg wies, wie die Transformationstheorie der ellip- 
tischen Integrale auf die hyperelliptischen Integrale auszudehnen sei, indem 
er eine irrationale Substitution ermittelte, welche ein hyperelliptisches Inte- 
gral erster Ordnung und erster Gattung auf die Summe zweier solcher 
Integrale zurückführte. Diesen Gedanken nahm Richelot auf und entwickelte 
in den Variabeln der beiden Integrale quadratische Substitutionen, welche 
ein hyperelliptisches Integral in die Summe von zwei andern solchen Inte- 
gralen überführten, deren Moduln in bestimmten Grössenbeziehungen zu den 
gegebenen Moduln standen, indem er das Analogon für die Landensche 
Transformation der elliptischen Integrale herzustellen suchte. Diese in 
den Jahren 1834 und 1837 im 12. und 16. Bande dieses Journals ver- 
öffentlichten Untersuchungen wurden nach keiner Seite hin weder auf 
Transformationen höherer Grade für die hyperelliptischen Integrale erster 
Ordnung noch auf hyperelliptische Integrale höherer Ordnung ausgedehnt, 
da die Methoden Richelots lediglich dem quadratischen Charakter der Sub- 
stitutionsgleichung angepasst waren, und ein Fortschreiten auf diesem Wege 
zu undurchführbaren algebraischen Rechnungen führen musste, bis Hermite 
in seiner berühmten Arbeit „Sur la theorie de la transformation des fonetions 
Abeliennes“ im Jahre 1855 diese Frage von einer ganz anderen Seite her 
beleuchtete, indem er sich die Aufgabe der Transformation der zu den 
hyperelliptischen Integralen erster Ordnung gehörigen 9-Functionen stellte 
und den für diese Theorie fundamental gewordenen Satz bewies, dass die 
zu einem bestimmt definirten k gehörigen transformirten 9-Functionen mit 
einer Exponentialgrösse multiplieirt sich als ganze homogene Funetionen 
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kten (Grades von vier 9-Funetionen des ursprünglichen Systems ausdrücken 
lassen. Von dieser Arbeit Hermites ausgehend habe ich selbst in einer 
Reihe von Arbeiten, die in diesem Journale veröffentlicht sind, genauere 
Untersuchungen über die Transformation zweiten und dritten Grades der zu 
den hyperelliptischen Integralen erster Ordnung gehörigen #-Funetionen 
angestellt und auch gezeigt, wie man von den Transformationsformeln der 
3-Funetionen aus zu den Resultaten gelangen kann, die Richelot auf rein 
algebraischem Wege für die Transformation zweiten Grades gefunden hatte. 

Dass jedoch die rein algebraische Behandlung des allgemeinen Trans- 
formationsproblems der hyperelliptischen Integrale oder die Erweiterung des 
von Jacobi für die "Transformation der elliptischen Integrale angewandten 
Prineips bisher noch nicht versucht worden, liegt unzweifelhaft darin, dass 
man erst das Analogon zu dem von Abel für elliptische Integrale aufge- 
stellten Satze haben musste, nach welchem jede algebraische Transformation 
eines elliptischen Integrals durch eine rationale ersetzt werden kann; erst 
dann war die von Jacobi mit unbestimmten Coeffieienten angesetzte rationale 
Substitution, wenn überhaupt für jeden Grad eine algebraische Transfor- 
mation existirte, die allgemeinste. Nun habe ich (s. die siebente Vorlesung 
meiner „Theorie der hyperelliptischen Integrale‘) nachgewiesen — ich hebe 
hier nur einen speciellen Fall des dort gegebenen allgemeinen 'T'heorems 
hervor, welches eine Ausdehnung des Abelschen Satzes ist — dass, wenn 
eine Beziehung von der Form 


(3.) /F@ YRiz))ds = /Fı@. YR,(23,))da, +u+ A,loge, ++ A,logr, 
besteht. in welcher 


(4.) R(z3) = (3 —0,)(3 —0,)...(3 — Ryp41)) 


Bd)... (Pr ) 


(2.) R, (z,) = (4—-P)(3-| 2p+t1/)9 


F und F, rationale Funetionen der in ihnen enthaltenen Grössen. 
u ie 
algebraische Funetionen von 3, 


A,, A:. ... A 


» 


Constanten bedeuten, und wobei z, als algebraische Function von z vor- 
ausgesetzt wird, sich nothwendig auch ein System von Transformations- 


gleichungen von der Form 


23* 
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DEM... ‚SERBIE NISITL.. SEARTWBITSL.. AEFSIR. 

| YR(y)  VRQ) YR,(y,) YR() 
Hy 5, ui LH _  Fla)da 

(6) | YRy)  YRy.) YR,(y,) YR (x) 
Pr et ed _ Frdds 
YR(y)  YR@) YR,;(y,) YR(z) 


ergiebt, in welchem 
F,(@), R(), ... F,() 


im Allgemeinen ganze Functionen des (p—1)!er Grades von 3 sind, 


Yır, Yo +++ % 
Lösungen einer algebraischen Gleichung 


(7) y+f(, YR@))yP+p(2, YR@))yP + .+f,(2, VR(a)) = 0 
bedeuten, in welcher fi, f, ... /, rationale Funetionen der in ihnen ent- 
haltenen Grössen vorstellen, und 


| YRıyı), YRıy), ... VRıW,) 
sich mit Hülfe der Grössen 3 und YR(z) rational durch die resp. y aus- 
drücken lassen; ich habe aber ausserdem gezeigt, dass sich das oben auf- 
gestellte System hyperelliptischer Differentialgleichungen in allen Fällen durch 
das folgende: 





| dY, Pr Et. OR OERTN. ar, N a 
yR(Y)  YRCH,) YR(Y,) YR(z) 
Yday, Y,dY, „| Y,dY, F,(=)dz 
/ } rs - + / z Yaytaiaı 7 / en REN 2 / 
(8.) \ YR(y) yR,(Y,) YR(Y,) YR(z) 


| Y'aY, Pe Yı-'dY, \.. Yı'aY, _9 F,(2)dz 
YR(Y) YRCY,) YR,(Y,) YR(z) 

ersetzen lässt, in welchem 
Bi VER 


die Lösungen einer algebraischen Gleichung 
(9) +22) Y’T-H gl) PH +) = 0 
darstellen, deren Coefficienten rationale Functionen von z sind, und 


YR(Yı), YR(Y.), -.. YR(Y,) 





4 
& 
5 
2 
$ 
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sich als rationale Functionen von z und der zugehörigen Y-Grösse ausdrücken 


lassen, multiplieirt mit YR(z). 
Umgekehrt ist aber auch ersichtlich, dass die Existenz der Gleichung 
(9.) verbunden mit den für die den Lösungen derselben zugehörigen Irrationa- 
litäten geltenden Bedingungen ein Differentialgleichungssystem von der Form 
(8.) nach sich zieht, da, wenn eine der Lösungen der Gleichung (8.) mit 
Y, bezeichnet wird, aus dieser Gleichung 
dY. = fiY.. 2)dz 
folgt. worin f eine rationale Function bedeutet, oder auch 
YıdY, = Yif(Y.,2)de; 
da aber ferner der Voraussetzung gemäss 
YR(Y.) = F(Y..z)YR(z) 
ist. worin F ebenfalls eine rationale Funetion vorstellt, so folgt 
real. 2 pi Y.. 2) dz 
YR(Y«) YRia&) 
worin auch eine rationale Funetion, und daher durch Summation nach « 
von 1 bis p 
» Yadl, ds 


pP 
. 3. %(Y.. 2): 
ı yYR(Y,) yR(z) ı / 


da nun 

>, y(Y,.,2) 

l 
als rationale symmetrische Function der Lösungen der Gleichung (9.) sich 
als rationale Function von z darstellen lässt, ausserdem, da sich auf der 
linken Seite der Gleichung nur hyperelliptische Differentiale erster Gattung 
befinden, rechts auch nur ein hyperelliptisches Differential dieser Gattung 
auftreten kann, so liefert die letzte Gleichung eine der Gleichungen des 
Systems (8.). 

Für elliptische Integrale, also für p = 1 geht dieser Satz in den be- 
kannten, von Abel aufgestellten über, dass man das 'T'ransformationsproblem 
für ein elliptisches Integral zurückführen kann auf die Bestimmung einer 
rationalen Funetion Y von z, für welche 

YR,(Y) 
YR(z) 
eine rationale Function von 2 ist. 
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Und eben für dieses letztere Problem hat Jacobi jenes algebraische 
Transformationsprineip eingeführt, mit Hülfe dessen er auch die Transfor- 
mationsformeln der ersten Grade und die zugehörigen Modulargleichungen 
wirklich aufgestellt hat; wir wollen dieses Jacobische Prineip für elliptische 
Integrale hier nochmals und zwar nur in etwas anderer Form darstellen. 
um die Natur der von mir nachher zu entwickelnden Erweiterung jenes 
Prineips und die Anwendung desselben auf hyperelliptische Integrale deut- 
licher erkennen zu lassen. 

Sei 

R(2) = (s—0,)(3—)(3—0;), 
worin &,, &%, & als gegeben zu betrachten sind, und 
YR,(Y) = (Y-PB)(Y-P)(Y-PB;); 
dann soll 
a0) UZAI-EII-B) 
Y@—e,)(s—@,)(—@,) 
sein, worin Y und w(z) rationale Funetionen von 3 bedeuten, oder es soll, 
um. mich der Riemannschen Ausdrucksweise zu bedienen, der Quotient der 
beiden Irrationalitäten wie eine rationale Function von 3 verzweigt sein. 
Setzt man nun nach Jacobi 


—= (3) 


BEE 2 


worin U und V noch zu bestimmende ganze Functionen von z bedeuten, 
die erste vom mten, die zweite vom uten Grade, wobei u = m angenommen 
werden soll, so wird der Nenner des Quotienten der Irrationalitäten für 
3=0,, %, a; mehrdeutig sein und es somit auch der Zähler sein müssen, 
d.h. diesen z-Werthen werden für Y die Werthe /,. ß:. ß,; entsprechen 
müssen *), damit für 

Y-Pı = Aıa3—-0)+A (3-0) + 
also 

YY-ß, = Ala-a)}1+ B(s—-a)+ | 
auch R 
IB, >= A{1+B,(2-0,)+-} 


Vs—e, 


*) Sind s=«, und Y= x entsprechende Werthe, so wird im Folgenden für ein 
ungerades m der Nenner » vom m!" Grade, und es ist dann fürs=x Y=/ß, zu ; | 
setzen; die Beziehung der Anzahl der willkürlichen Constanten zur Anzahl der Be- 
dingungen bleibt dieselbe. 
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wieder eine eindeutige Function von z wird; somit werden die drei Grössen 
Bis Pr, Ps durch die noch unbestimmt gebliebenen Coefficienten der Poly- 
nome U und V bestimmt sein. Nun wird aber der Zähler des Quotienten 
der Irrationalitäten mehrdeutig für alle z-Werthe, welche Y=P,, Ps}. 3 
entsprechen, oder für alle Lösungen der Gleichungen 
(12) U-BV=0, U-V=0, U-PBV=0; 

nehmen wir nun an, dass m eine ungerade Zahl ist, so wird die eine der 
ungeraden Anzahl von Lösungen dieser Gleichungen resp. &,, «@, @, sein, 
während die anderen zu je zwei einander gleich sein müssen; denn da im 
Allgemeinen 

ist, und aus 

F(Y, 2) = U-YV =0 


dY oOF(Y, z 
( ). und ( C 
ds /%, 02 
zugleich verschwinden, so wird, wenn 
U-ßB,V = 0 


folgt, dass 


eine doppelte Lösung hat, 

YY-Pß, = CG(z-5,)+- 
sein und daher der Quotient der Irrationalitäten eine in Z, eindeutige 
Funetion von z. Es ergeben sich hieraus somit 

3(m—1) 
2 

Bedingungsgleichungen für die unbestimmten Coefficienten der ganzen 
Functionen U und V, und es bleibt also nur noch die Verzweigung des 
Quotienten für Y=x und 3= x zu untersuchen. Da aber Y eine ein- 
deutige Function von z ist und im Endlichen nur für die Lösungen von 
Y=0 wnendlich wird, so werden die Lösungen dieser Gleichung, weil die 
Entwicklung der Irrationalität des Zählers mit Y? beginnt, sämmtlich doppelt 
vorkommen müssen, damit Y’ wieder eindeutig in der Umgebung dieser 
Punkte ist, also « eine gerade Zahl und somit höchstens = m—1 sein 
m— 1 
2 
sein wird. Aber es ist Y auch unendlich für 3=%x und zwar von 


der ersten Ordnung, wofür die Entwicklungen des Zählers und Nenners 


können, während die Anzahl der hierdurch fixirten Bedingungen = 
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[ . 3 [3 . [7 * 
des betrachteten Quotienten mit 3? beginnen und der Quotient somit wieder 
eindeutig sein wird. Wir erhalten also im Ganzen 

3(m—1) m—1 


2 a 2(m—1) 


Bedingungsgleichungen, während die Anzahl der in U und V vorkommenden 
willkürlichen Constanten von einer multiplicatorischen abgesehen 2m ist, 
so dass diese Bedingungen sich erfüllen lassen und noch zwei Constanten 
willkürlich bleiben. 

Für den Fall, dass m eine gerade Zahl ist, bleibt der Gang der 
Untersuchung derselbe, der nichts anderes als das Jacobische Transforma- 
tionsprineip nur in etwas anderer Gestalt wiedergiebt und für die Integrale 
höherer Ordnung nun eingehender besprochen werden soll. 

Es werde jetzt, um die Möglichkeit der Existenz eines Transfor- 
mationsproblems in dem angegebenen Sinne zu erkennen, zuerst die Zahl 
p als eine gerade angenommen und mit 27 bezeichnet, dann wird die 
('oexistenz der beiden Gleichungen 

(13) (2) Y” +9 (2) Ye Hp) Y +2) = 0 
und 
(14. IFZBICH PB) (VBanrı) 
VY(z—e,)(<—@,)... (3—@4n-.1) 
zu untersuchen sein, in welchen w(Y,z) eine rationale Funetion von Y 
und 3 bedeutet, &,., &. ... %y,.ı gegebene Grössen sind, und 


w(Y, 32) 


Hd, PAR: --- Pm(2) 
ganze Funetionen von z vorstellen, deren Coefficienten so zu bestimmen 
sein werden, dass die Gleichung (14.) erfüllt ist, oder dass 


(N) YFr—B)CK—B,)... V—Parrı) 

| Y(&@—.@ )(2—.@,)...(<—@2;1) 
auf der die Grösse Y als Funetion von 3 darstellenden Riemannschen Fläche 
eindeutig, also wie Y verzweigt ist und somit nach einem bekannten 
Riemannschen Satze als rationale Funetion von Y und z dargestellt 
werden kann. 

Da nun der Nenner des Quotienten (N.) der beiden Irrationalitäten 

für 3 = 0, &%, 22. %yn;, mehrdeutig ist und um «, herum eine Entwicklung 
von der Form besitzt 


Es 
- 


(3—a," la (3 —0,)+a,(3—0,) +|, 
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so wird entweder, um den gestellten Bedingungen zu genügen, 
(15.) Y—P, oo A,(2—0o,)+ A;(3 . Gt) 


) 


in welchem Falle 


YY—ß, (3 0, y '1- -B,( 3—0,)+B:(3—0o,) + ... 
oder 
TB, ı | en 
a: .& A, \1-+B,(2—e,)+B,(2—o,) + ---| 
Vs—e, t 


und somit (N.) in 3=e, eindeutig, also wie Y verzweigt wäre, oder 
(16.) Y—c == G,| Pre 0)" u. C, (3 —a,)' I 


sein. worin e, von jedem der 5 verschieden, so dass 


YVY-P)Y-P) ... VA) = data -o)+d,(Y-c 
= Gute (3 — 0)” e,(3 @,)° + 
wird, und der Quotient der Irrationalitäten in dem einen Punkte «, der 
Riemannschen Fläche somit so verzweigt ist wie Y nach Gleichung (16. 
Während in dem ersten Falle (15.) dem Werthe z3=«, in dem ent- 
sprechenden Theile der Riemannschen Fläche nur der eine Werth Y=/ 
entspricht, bildet in dem zweiten Falle der Punkt «, einen Verzweigungs- 
punkt für zwei Blätter der Riemannschen Fläche, und es gehören diesem 
Werthe die beiden gleichen Werthe Y=e, zu; da nun einem Werthe 3 — « 
2 Werthe von Y entsprechen und im Punkte 3=«,, ausser wenn Y=/ 
wäre, immer je zwei Werthe einander gleich sein müssen, wenn der Quotient 
der Irrationalitäten wie Y selbst verzweigt sein soll. so wird die Annahme 
(15.) nicht bestehen, d. h. es werden «, und %, nieht entsprechende Werthe 
sein können”); es müssen sich somit für «, die 27 entsprechenden Werthe 
von Y zu je zwei gleichen zusammenfassen lassen, also die Gleichung 
pu(e,) Y’”+9,(e,)Y'""+ + + P-1(8,) Y+Y,,(0,) = 0 
ı Paare von gleichen Wurzeln haben. Da diese Bedingung 7 Gleichungen 
zwischen den Coeffieienten der ganzen Polynome liefert, und dies für jede 
*) wenn nicht dem Werthe «, zwei Werthe 5, und 5, entsprechen, in welchem 
Falle, wie unmittelbar zu sehen, auch noch einem Iuche Werthe «a, dieselben beiden 
5-Werthe zugehören werden; man erkennt daraus leicht, dass, während hierdurch in 
Folgenden für die Existenz der gleichen Lösungen zwei Bedingungsgleichungen weniger 
eintreten, durch die Festsetzung, dass die jeder der Grössen «, und &, entsprechenden 


Werthe /, und /, sein sollen, wieder zwei neue Bedingungen hinzutreten, und somit 
die am Ende der obigen Untersuchung sich ergebende Zahl von Bedingungen dieselbe bleibt. 
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der Lösungen «, gültig bleibt, so ergeben sich hieraus 
(da+1l)a 


jedingungsgleichungen. 
Beachten wir ferner, dass die Werthe 
Y= Pi; Pr, ... Panzı 
Verzweigungspunkte der Irrationalität des Zählers des zu betrachtenden 
(Quotienten sind, und sei ein dem Werthe Y=/, entsprechender Werth 
3=y,, wobei y, von den «@-Werthen verschieden angenommen werden 
muss, da nach den obigen Festsetzungen die «- und P-Werthe sich nicht 
entsprechen sollten, so wird nicht 
3—7, = &a(Y—-P,)+te(Y—P)+ 


Y- -P, un fi (3 u ‚+ fr(3 u; =. vie 


sein dürfen, weil sonst der Quotient der Irrationalitäten in z=7, einen 


also 


Verzweigungspunkt besässe, den Y als Funetion von z aufgefasst in diesem 
Punkte nicht hat: es wird vielmehr 
3—y, = ı Y-PN+HI-B) +: 
sein müssen, in welchem Falle 
Y-ß, = h(&@-y)+h(a—7,)+ 
sein wird, und daher die Quadratwurzel des Zählers, also der Quotient der 
Irrationalitäten, wie unmittelbar zu sehen, auch in z=7, eindeutig. Es 
müssen somit, wenn der Grad der Polynome 
vo pı\2) : .. Pranl%) 
mit r bezeichnet wird, für Y=/, die r zugehörigen z-Werthe sich zu je 
zwei gleichen zusammenfassen lassen, also muss r eine gerade Zahl sein. 
Da nun die Elimination der Grösse z aus den beiden Gleichungen 
pa)Y"+Q (3) Y7+ 4,2) = O0 
und der nach z genommenen Ableitung dieser Gleichung 
pP (3) Y+pl2) Y+ +9.) = 0 
die Werthe von Y giebt, für welche die vorgelegte 'Transformationsgleichung 
zwei gleiche Lösungen in z hat, so wird man die 47+1 Werthe 


) le fd) 
[?!ıs Pr, Re (F4n-+1s 


vorausgesetzt, dass r so gross gewählt wird, dass der Grad der Eliminations- 
sleichung nicht kleiner als 4n+1 ist, aus der Reihe dieser Y-Werthe 
wählen, und somit wird für die Werthereihe /,. Ps, --- Pr, die Existenz 
je eines Paares gleicher z-Lösungen ohne weitere Bedingungsgleichungen er- 
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wiesen sein; es bleiben also nur noch für eben diese 5-Werthe die Be- 


dingungen für Paare gleicher Lösungen zu erfüllen, und es wird daher 


r— 

2 
die Zahl der hierdurch hinzutretenden Bedingungsgleichungen für die unbe- 
stimmten Coeffieienten der ganzen Functionen von z in der Transformations- 


gleichung 
r—2 
(4a +1) 
2 
sein. 


Nach diesen Bestimmungen bleibt somit nur noch die Verzweigung 
des Quotienten der Irrationalitäten in den dem Werthe Y= x entsprechenden 
endlichen s-Punkten und in dem Punkte 3= x zu untersuchen. Ist Y= x 
für ein endliches z = = so wird im Allgemeinen 


\ "1.4 ..1(3—C) “+1 _ı| 


„(»—C) *1+ B, (3—C)-+H 
sein, und da die Entwicklung des Zählers des zu untersuchenden Quotienten 
(N.) in der Umgebung von Y= x die Form hat 


An--1 4rı+1 z(+t-+1) 


4 


Y’il4mY+ = A, @-D) ° IHdß-dH+ +), 
die des Nenners aber um 3={ herum eindeutig ist. so muss, damit der 
Quotient so verzweigt ist, wie Yin z3={ es ist, z eine gerade Zahl sein, 
und es genügt offenbar schon z=2 zu wählen, d.h. es wird Yin z={ 
von der zweiten Ordnung unendlich sein müssen. Man sieht aber leicht, 
dass, wenn man in der Gleichung (13.) Y = setzt. wodurch dieselbe 


F(2, t) = 9, (3)E”+ Pan (3) E" -pı(z)t+Yu(2) = 0 
übergeht, durch Entwiekelung der linken Seite dieser Gleichung um die 
Punkte t=0, 3={ herum sich ergiebt: 

= (er 
und wenn man nach bekannten Prineipien für die Untersuchung algebraischer 
Funetionen 


setzt und durch 3—{ dividirt. 


(re et 


so dass sich für 3={ zur Bible von a die Beziehung ergiebt 


( OF\ ,/ =; .o 
\ 0% Ju; \ ot 0, ey ? 


_ 


24* 











184 Königsberger, Erweiterung des Jacobischen Transformationsprineips. 
und somit « als eindeutige Function von z in der Umgebung von z=[ 
von der Form 


is.) 


a = a —-)+n&—-ü +". 


( =; xr 0, 


p,(2).—: ans 0 


wenn 


d.h. wenn 


oder wenn 3={ eine doppelte Lösung von 9,(2) =0 ist. In diesem Falle 
wird dann 


und somit 


wie es gefordert ist. Da aber nun bekanntlich Y stets und nur unendlich 
wird für alle Lösungen der Gleichung 9,(2) = 0, so werden die oben ge- 
forderten Bedingungen erfüllt sein, wenn das Polynom @,(z) r Paare von 
je zwei gleichen Lösungen besitzt, wodurch weitere 


r 


2 
Bedingungsgleichungen für die unbestimmten Coeffieienten der Transfor- 
mationsgleichung hinzutreten. 
Es bleibt endlich noch der Werth z= x zu untersuchen übrig, in 
dessen Umgebung die Entwickelung der Irrationalität im Nenner des Quo- 
tienten (N.) die Form hat 


+r-+Hi An—1 
2 +m32 ' +: 
zuerst ist unmittelbar ersichtlich, dass die dem z = x entsprechenden Werthe 
von Y unter der Annahme, dass g,(z) vom rten Grade, worin r den Grad 


der Transformationsgleichung in 3 bezeichnete, sämmtlich endlich sein 


u 


müssen, da die Substitution 3 = —- in Gleichung (13.) nach Multiplieation 


ler, 


I 


der Gleichung mit 7 nur damn für {=0 eine unendlich grosse Lösung 
für Y liefern würde, wenn der Coeffieient der höchsten Potenz von z in 
g,(z3) verschwindet, also g,(2) von niedrigerem Grade als dem rten wäre. 
Sind aber die 277 dem Werthe 3 = » entsprechenden Werthe von Y sämmt- 
lieh endlich, und sei einer derselben 7, so wird im Allgemeinen 


Y_n = Ast Aa 


) 
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sein, und somit die Irrationalität des Zählers des zu untersuchenden Quo- 


tienten auch um 3= x herum eindeutig sein, während die des Nenners 
zweideutig ist; es wird also, damit auch die Irrationalität des Zählers zwei- 
deutig ist, der Werth 7 zu den Werthen A, 5, »». Pyu,ı gehören müssen, 
so dass 

Y—Pp, = AS 1 A323 +: 
und somit 


YY—P, — A,2!1+b,2""- ee] 
wird. also. weil 
j 474 1 
Y(»—0,)..(2— ln.) = 2 ° 14 c2 +++), 


auch 
YY—)...IY—Bin+ı) 
Y(2z—@,)...(3—&4ı-+1) 
so wie Y selbst eindeutig um 3= x herum ist. Man hat also nur die Be- 


M2""1+n,2 "+. 


dingungen zu befriedigen, dass für 3= x oder, wenn man 3 = setzt. 
für 2=0 die 27 zugehörigen Lösungen der Gleichung nm Y z. B. die Werthe 
a. RE 
annehmen, wodurch zu den früheren Bedingungen noch 
2 
Bedingungsgleichungen hinzutreten. 
Im Uebrigen wird offenbar der Quotient der Irrationalitäten gerade 
so verzweigt sein, wie Y selbst; denn sei 
m +1 
Y-Y, = 4,(3—3)"+4(3—2) ” 
worin m und » positive ganze Zahlen bedeuten, so wird in der Umgebung 
von Y, 
Hr-2)... (IA) EARTH AH TY+:- 


und weil 
also 


ist. auch 
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sein; da aber ferner unter der Annahme, dass z keiner der Werthe 


On 2 ynzı I8t, die früher berücksichtigt waren, 


Y(z — 0). (8 — un ) = Our 0ı (3—3;,) u. 0: (3 — 23,) u uch 
ist. so erhält man 


.. k k+1 
a Am) _ RıRs-5)"+Rıla-5) " +, 
Y(@—e,)...(<—@4n+ı) 

und somit ist der Quotient der Irrationalitäten so verzweigt wie Y selbst. 
Fassen wir jetzt die einzelnen Resultate zusammen, so ergiebt sich. 

dass die in den Funetionen 

P(2);, Pılz). :»:.» Pan (2) 
enthaltenen willkürlichen Constanten, deren Zahl von einer multiplieatorischen 
Constanten abgesehen, 
(r+) (2a +1)—1 


beträgt. 
; 


> +2 


r—?2 
a(dr--1)+ > (dan -+1)-+ 
Bedingungsgleichungen genügen müssen, und da die Ungleichheit 


n(dr+1)+ an (An+1)+ +27 <(r+1)2ar +1)—1 


oder 

n(4n—3)<1 
nur für m = 1 erfüllt ist, während für jedes grössere 7 die Anzahl der Be- 
dingungen die der Uonstanten überschreitet, so folgt, dass von allen hyper- 


elliptischen Integralen, deren p eine gerade Zahl ist, nur für die Integrale erster 


Ordnung eine allgemeine Transformation ewxistirt. 
Sei nun p eine ungerade Zahl von der Form 2n—1, so dass das zu 
betrachtende Gleichungssystem die Gestalt hat 


1} 


RB) Hp B)Y Het 3 lkB)Y+p._1(2) = 0, 
Yr—B)Ir—B.)...(Y—Bar-ı) 
Y(«—e,)(2—@,)...(3— 04, - ı) 


worin die Funetionen 


w(Y, 2). 


pul2), Pıl2), » + Pan-ı(2) 
wieder ganze Functionen von z vom rter Grade vorstellen, während w(Y, 2) 
eine rationale Funetion von Y und 3 bedeuten soll, so wird wiederum wie 





Ad 
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oben für = «, die Grösse Y, wenn sie nicht einem der -Werthe gleich 


ist und somit eine Verzweigung der Irrationalität des Zählers hervorruft, 
die Entwicekelungsform haben müssen: 


Y= Ct c1 (3 — ,)’4 (3—a,)? - u 
und somit werden wieder für z3=«, die Y-Werthe zu je zweien einander 
sleich sein müssen”); da aber die Trransformationsgleichung hier von einem 
unpaaren Grade ist, so wird der eine übrig bleibende Werth von Y einem 
3-Werthe gleich sein müssen oder /, einer der Y-Werthe für 2=«, sein, 


während sich zum Zwecke der Herstellung der gleichen Wurzeln der 


Y-Gleichung 
2n—2 
(Ar —] 
. ) 
jedingungen ergeben. 
(Gehen wir jetzt zu den Werthen von z über, welche einem der 


fixirten A-Werthe des Y entsprechen, so werden wieder diese z-Werthe zu 


je zweien einander gleich sein müssen; da aber ein -Werth als einem 


«-Werthe entsprechend bereits abgesondert ist, so muss r eine ungerade Zahl 
sein, und es ergeben sich in diesem Falle weitere 


A 
„ (4n—]) 


jedingungsgleichungen. 

Für diejenigen endlichen Werthe £ von z, welchen Y= x entspricht, 
folgt aus den obigen Auseinandersetzungen wieder, «dass sie doppelte 
Lösungen der Gleichung 

Q,(3) = UV 
sein müssen; es wird somit der Grad von g,(z) ein paarer, d. h. der (r—] 
sein müssen, und die Anzahl der sich weiter ergebenden Bedingungs- 
gleichungen in unserm Falle 
r—1 
2 


sein. 
Was endlich den Werth z2= x betrifft, so ist leicht zu sehen, dass 

A | 
der eine dem 3 = x oder, wenn 3 = ‚ gesetzt wird, dem £=0 entsprechende 
Werth von Y unendlich 


gross wird, weil der eben „eforderten Bedingung 


gemäss Y,(z) nur vom (r—1)te? Grade war: es wird daher 


*) 8. die Anmerkung 8. 181. 
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Y=A3+A+Aı13" + 
= A,3 ı1+B 13 Ihe 
sein. und der Quotient der Irrationalitäten in der Umgebung der Werthe 
s—x Y=% die Entwiekelung haben 





4n—1 
Y: H+CAF-'+- 
ET 


z 2 1-+D_: Iheet 


= EutE_3"+--, 


d.h. der Quotient der Irrationalitäten wird n 3=% eindeutig, wie es Y 
selbst ist. Die übrigen 27—2 dem z3= x entsprechenden Werthe von Y 
werden wieder den Werthen 
A a 
eleich zu machen sein und daher 
2n—2 
Bedingungsgleichungen liefern. 
Die 

r+(r+1l)(2n —1)—1 

CUonstanten der Transformationsgleichung werden somit 


r 


a-1)dr + (In-1)4 5 +20 2 


Bedingungen genügen müssen, und es wird daher, wenn eine allgemeine 
Transformation existiren soll, die Ungleichheit bestehen müssen 


(dar -D [2-14 — + mi. +27 —-2 <r+(r+1l)(2r—1)—1 


oder 
(da —/) <—l 
die jedoch nur für n=1, d.h. für elliptische Integrale erfüllt ist. 
Wir erhalten somit den Satz, 
dass die allgemeine Transformation in dem von Jacobi definirten 
Sinne bei beliebig gewählten Lösungen des Polynoms R(z) nur für 
die elliptischen Integrale und die hyperelliptischen Integrale erster 
Ordnung möglich ist, 
und haben zugleich die Methode angegeben, wie man für die hyper- 
elliptischen Integrale erster Ordnung die Transformation auf rein alge- 
braischem Wege ausführen und somit ähnliche Untersuchungen anstellen 
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kann, wie sie von Jacobi in den „Fundamenta“ für elliptische Integrale in 
der algebraischen Herleitung der Transformationsausdrücke und der Bildung 
von Modulargleichungen gegeben worden. 

Ich hoffe auf die wirkliche Ausführung des Transformationsproblems 
für die ersten Transformationsgrade und auf die Benutzung der sich er- 
gebenden Resultate für weitere Untersuchungen in der Integralrechnung 
noch ferner zurückkommen zu können und will nur am Schlusse dieser 
Arbeit noch die Bemerkung hinzufügen, dass Herr Weierstrass mir mit- 
theilte, dass er den Satz von der Unmöglichkeit der Transformation für 
p > 2 daraus bewiesen habe, „dass die Bedingungen, welche die 4(0,0,... 0), 
erfüllen müssen, damit die $(o,, &,, ... v,), auf hyperelliptische Integrale 
führen, bei beliebigen z,, nicht mehr erfüllt sind, wenn man die 9-Functionen 
transformirt.“ 


Wien, im November 1878. 


Journal für Mathematik Bd. LXXXVII. Heft 3. 25 

















On the triple 9-functions. 


(By Professor A. Cayley at Cambridge.) 


Ä quartic eurve has the deficieney 3, and depends therefore on the 
triple 9-funetions: and these, as funetions of 3 arguments, should be con- 
neeted with funetions of 3 poimts on the eurve; but it is easy to understand 
that it is possible, and may be convenient, to introduce a fourth point, and 
so regard them as funetions of 4 points on the eurve: thus in the circle, 
the funetions cosa, sin« may be regarded as funetions of one point 
cos#a = r, Sina y, or as functions of two points, cosu = zr, +yy,, 
sina= ay,— xy. And accordingly in Weber’s memoir „Theorie der Abel- 
schen Funetionen vom Geschlecht 3" (1876) see p. 156, the triple 9-funetions 
are regarded as funetions of 4 points on the eurve: viz. it is in effeet 
shown that (disregarding constant factors) each of the 64 functions is pro- 
portional to a determinant the four lines of which are algebraical functions 
of the coordinates of the four points respeetively: the form of this deter- 
minant being different according as the characteristie of the 9-funetion is 
odd or even, or say according as the 9-funetion is odd or even. But the 
veometrical signification of these formulae requires to be developed. 

A quartic eurve may be touched in six points by a eubie eurve: 
but (Hesse, 1855)*) there are two kinds of such tangent eubies, according 
as the six points of eontact are on a conie, or are not on a conie; say 
we have a conie hexad of points on the quartie, and a cubic hexad of 
points on the quartic. In either case three points of the hexad may be 
assumed at pleasure, and we can then in 28 different ways determine the 
remaining three points of the eonie hexad, and in 36 different ways the 
Yemaining three points of the eubie hexad: or what is the same thing, there 


*) See the two memoirs „Ueber Determinanten in der Geometrie“ and „Ueber 
die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung“, this Journal t. XLIX. (1855.) 
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are 25 systems of eubies touching in a conie hexad, and 36 systems of 


eubies touching in a eubie hexad. "The condition in order that four points 
of the quartie ceurve may belong to a hexad (conie or eubie) is given by 
an equation 2=0, where £2 is a determinant the four lines of which are 
algebraical functions of the eoordinates of the four points respeetively: but 
the form of such determinant is different according as the condition belongs 
to a conie hexad, or to a eubie hexad: we have thus 28 eonie determi- 
nants and 36 eubie determinants, (2; and the 64 9-funetions are propor- 
tional to constant multiples of these determinants:; viz. the odd funetions 
eorrespond to the eonie determinants, and the even funetions to the eubie 
determinants. 

First as to the eonie hexads: the points of a conie hexad lie in a 
eonie with the two points of contact of some one of the bitangents of the 
quartie curve: so that given any three points of the hexad, these together 
with the two points of eontaet of the bitangent determine a eonie which 
meets the quartie in the remaining three points of the hexad. Suppose 
that a, b, e, f. g, h are linear funetions of the eoordinates such that the 
equation of the quartie eurve is 

laf+ibg+Vch = V, 
then a=0, b=0, c=0, f=0, g=0V., h=0 are six of the bitangents of 
the eurve, and the bitangent «= 0 touches the ceurve at the two points of 
intersection of this line with the conie bg—ch=0. "The general equation 
of a eonie through these two points a=0, bg—ch=(, may be written 
bg—ch+a(Ar+by+lCz) = U\. 

where for x, y, z we may if we please substitute any three of the six 
linear funetions a, b, ec, f, g, h, or any other linear funetions of the «oor- 
dinates (x, y, 2): and the equation may also be written 

af+(bg— ch\+a(Ar+By+Cz) = \. 
Adopting this latter form, and eonsidering the interseetions of the eonie with 
the quartie, that is eonsidering the relation Yaf+Ybg+Vch = U as holding 
200d, we have af+tbg—ch= —2YVafbg, af—bg+ch= —2Vafch, and we 
thus have at pleasure one or other of the two equations 
—2Vafbg+ a(Ar+By+(Uz) = 0 
—2Vafch+ a(Ar+By+(z) = 0. 
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that is 
—2Yfbg +VYa(Ax+By+(z) = 0, 
—2YVfch +VYa(Ar+By+(z) = 0, 
and hence the condition in order that the four points (z,, Yı, 21), (>, Ya, 2.). 


(23, Y3, 33), (24, Y,3,) assumed to be points of the quartic, may belong to 
the conie hexad, may be written 


Yrbigı, za, yıla. za, =0, or Yfıch, zıla,, yıla,, 2Va,| = 0, 
Yfb:9, 2;Va,, y.Ya,, 2,V a; Yfchz, 2:Va,, YyıVa;, 2,Va, 
Yfb,9;, x) a;, YyVa;, 3a; Vfczh;, x;Va;. y;Va;, 2,Va, 
Yf.b:9s, z.,Va,, y‚Ya,. z,la, Yfıcrh. x,Va,. y.Va,. 3,/a, 


where as before the z, y, z may be replaced by any three of the letters 
a,b,c,f, 9, h, or by any other linear funetions of (x, y, 2): and moreover 
although in obtaining the condition we have used for the quartic the equation 
Yaf+Vbg-+Yckh=0, depending upon six bitangents, yet it is from the pro- 
cess itself elear that the condition can only depend upon the partieular bi- 
tangent a= 0: calling the condition 2= 0, all the forms of condition which 
belong to the same bitangent «= 0, will be essentially identical, that is 
the several determinants (2 will differ only by constant factors; or disre- 
garding these constant factors, we have for the bitangent a=0, a single 
determinant (2, which may be taken to be any one of the determinants in 
question. And we have thus 28 determinants 2, corresponding to the 
28 bitangents respectively. 

Coming now to the eubie hexads, Hesse showed that the equation 
of a quartie eurve could be (and that in 36 different ways) expressed in 
the form, symmetrical determinant = 0, or say 


a,h,g I! =VQ 
h,b, f, m 
gg ho, n 


I,m,n, d 


where (a, b,e,d,f,9g,h, l,m,n) are linear functions of the coordinates; and 
from each of these forms he obtains the equation of a eubie 














Cayley, on the triple #-functions. 193 





549g Lo =0 

h, b, f, m, P 

, he, n,y 

I, m, n, d, Ö 

Bi 4 

a, P, 7 ) 
(containing the four constants a, Pf, y, d, or say the 3 ratios of these con- 
stants) touching the quartie in a eubie hexad of points: that the cubie does 
touch the quartie in six points appears in fact from Hesse’s identity 


ahg, Lei, hg L,wW“- hg Lea” =|a,h,g! U, 


h,b, , m, Pi h,b, f, m, ui p h, b, f, m 
9; f; en, 4 9; f; en, Y 9; ; e‚„.n, 7 9; [; en 
I,m,n, dd I,m,n, d, l,m, n, d, d I, m, n, d 
‚0,ß,y, 0 o,ß,y, 0 | FE FE FOR 5 


where U is an easily ealeulated function of the second order in (a,b, e, d, 
f, 9, h, !,m, n) and also of the second order in the determinants aß’—a'/, ete. 
We can obtain such a form of the equation of the quartie, from the 


? . . / . . . . 
before mentioned equation Yaf+Ybg-+YVch = 0, viz. this equation gives 
,5,9g,0| =U\, 
h,*, f, 5b 


Ad, b, C, % 


which is of the required form, symmetrical determinant = 0; the equation 
is in fact af +b’g’-+ e'h’— 2begh — 2cahf— 2abfg = V, which is the rationalised 


form of Vaf+YVbg-+Vch —(), and we hence have the eubie 


, 5,94, 0,0 =U, 
„ *, f b, ? 
9; h 9% 6 2 
a, b, C, ne ) 


104 


b 


the developed form of which is 
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a bef+ Pcag-+y'abh +0’ fgh 


— (aßy-+ fod)(—af+bg+- ch) 
— (bya-+gPBod)( af—bg+ ch) 
— (ca +hyd)( af+bg—ch) =. 
Considering the interseetions with the quartie Yaf+VYbg+YVch=0, we have 
— af+bg-+ch, af—bg-+ch, af+bg—ch= —2Ibegh, —2Vcahf, —2Vabfh, and 
the equation thus becomes 
(eV bef+PPVeag +yVabh+dVfgh)" = 0, 
viz. for the points of the eubie hexad we have 
o\bef+PVecag+yVYabh+dYfgh =, 
and hence the condition in order that the four points (z,.Yı. 2.) (Tr. 9. 2)). 


(23, Y3, 33), (24, Yyı.3,) may belong to the ceubie hexad is 


J 


Ybaf, Yamyı, Yadık,, IYhaıı! = O0, 

\b,of. Vomp. VYabıln. Vfgh; 

\b;6f. 16039. Vazb;h;. Vhg;h; 

\b,e,f,. Veza,g,. Va;b;h,. Vfıgih; 
viz. we have thus the form of the determinant (2 which belongs to a 
eubie hexad. 

It is to be observed that the equation Yaf+Ybg+Vch=Ü0 remains 
unaltered by any of the interchanges a and f, b and g, e and h: but we 
thus obtain only two eubie hexads; those answering to the equations 

aybef+PVeag+yVabh+dYfgh = N, 
and | 
aYagh-+ PBVbhf+yVefg+0dVabe = Q, 
which give distinet hexads. The whole number of ways in which the 
equation of the quartie can be expressed in a form such as Jaf+Ybg+lch= 0, 
attending only to the pairs of bitangents, and disregarding the interchanges 


of the two bitangents of a pair, is = 1260; and hence the number of 


forms for the determinant (2 of a eubie hexad is the double of this, = 2520. 
which is = 36 x 70: but the number of distinet hexads is = 36. and thus 
there must be for each hexad, 70 equivalent forms. 

000 


To explain this, observe that every even characteristie except o90' 








A 


t 
Ü 
a 


Ü 
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and every odd characteristie, can be (and that in 6 ways) expressed as a 


sum of two different odd eharacteristies; we have thus (see Webers Table I) a 
system of (35+23=) 63 hexpairs; and selecting at pleasure any three 
pairs out of the same hexpair we have a system of (63x20 =) 1260 
tripairs; giving the 1260 representations of the quartie in a form such as 


Yaf+Vbg+Veh = \. 
000 


Each even charaeteristie (not exeludine ) can be in 56 different 
\ > 000/ 


ways (Weber p. 23) expressed as a sum of three different odd charaeteristies. 
and these are such no two of them belong to the same pair, in any tripair: 
or we may say that each even characteristic gives rise to 56 hemi-tripairs. 
But a hemi-tripair can be in 5 different ways completed into a tripair; and 
we have thus, belonging to the same even characteristie (96 X 9 =) 280 tri- 
pairs, which are however 70 tripairs each taken 4 times. A tripair con- 
tains in all (2°=) 8 hemi-tripairs, but these divide themselves into two sets 
ach of 4 hemi-tripairs such that for each hemi-tripair of the first set the 
three characteristics have a given sum, and for each hemi-tripair of the se- 
cond set the three characteristics have a different given sum. Hence con- 
sidering the 70 tripairs corresponding as above to a given even charac- 
teristie, in any one of the 70 tripairs, there is a set of 4 hemi-tripairs such 
that in each of them the sum of the three characteristics is equal to the 
given even characteristie; and taking the bitangents f, 9, h to correspond 
to any one of these hemi-tripairs, the bitangents which correspond to the 
other three hemi-tripairs will be b, ec, f; ec, a, g and a, b, h respeectively: 
and we thus obtain from any one of these one and the same representation 
eVbef+ PVeag+yYVYabh+JYfgh = V of the ceubie hexad. And the 70 tripairs 
give thus the 70 representations of the same eubie hexad. 

The whole number of hemi-tripairs is 56 x 56 = 2016: it may be 
remarked that there exists a system of 288 heptads, each of 7 odd charac- 
teristies such that seleeting at pleasure any 3 characteristies out ofthe heptad, 
we obtain always a hemi-tripair: we have thus in all 288 x 35 = 10080 
hemi-tripairs: this is = 2016 x 5, or we have the 2016 hemi-tripairs each 
taken 5 times. Weber's Table II exhibits 36 out of the 288 heptads. 

I recall that in the algorithm derived from Hesse's theory the bi- 
tangents are represented by the duads 12, 13, ... 78 formed with the eight 
figures 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8; these duads correspond to the odd charac- 
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teristices as shown in the Table, and the table shows also triads corre- 
000 


000° 


Top line of characteristic. 


sponding to all the even characteristics except 



































# 000 | 100 010 110 01 | 1 | ou | ıu 
= | 000 236 345 | 137 | a7 | 156 | 194 | 957 
sea nie el || 
=| 010 245 | 127 23 68 134 | 357 15 47 
— 10 || | | 18 I Bu u u u u Zu Er 
2 001 | 567 16 | 15 | u | I eu| 236 
> 01 | 107 | 58 u | | 16 | 27 | 367 
= 1 135 | 347 | 4u|s| w| 3 | 107 | 06. 
Al ıı | 36 j 24 ls 56 235 | la la | 8 





See my „Algorithm of the triple 4-funetions“ this Journal t. 87 p. 165. The 
(35+28=)63 hexpairs then are 
1 2 


3 6 
35 hexpairs such as | % | Bes ‚say this is 1234.5678 
Pe I Pe N, 
or for shortness 567 (the 8 going always with the expressed 
triad): that is 567 denotes the hexpair 
12.34; 13.24; 14.23; 56.78; 57.68; 58.67 
3 


IA 
and 28 hexpairs such as 4£__ 52, say this is 12; that is 12 
NY 
\Y 
& 
denotes the hexpair 13.32; 14.42; 15.52; 16.62; 17.72; 18.82. 
It is to be noticed that the odd characteristics as represented by 
their duad symbols can be added by the formulae 
000 


12+23=13, ete. or what is the same thing 12+13+23=0, = 000, te. 





and 
12+34 = 13 +24 = 14 +23 = 56 + 78 = 57 +68 = 58 +67 = 567, etc. 
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thus referring to the table 


110 010 100 


> 24, = : P: -  — 
12 +24 13 means 100*010 "110° 
and 


110 ,110 000 


2134 = 567 ans un 
12+34=567 means 100741041 004: 
which are right. 

The 288 heptads are 


J 


N 
In 
/ 
ı Y 


8 heptads such as FF ‚ say this is the hep- 
Pi 4 \ . 
ZI SETG 
tad 1, denoting the seven duads 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18: 
| / e 
and 280 heptads such as / ‚ say this is the 


ZUEETR TUE 
heptad 1.678 denoting the seven duads 12, 13, 14, 15, 
67, 68, 78: 
and we hence see that the 2016 hemi-tripairs are 


7 
280 hemi-tripairs X (I), say this is 1.234 denoting the 
2 4 
J 
three duads 12, 13. 14. 
16 
ne N TE 0 DE 
1680 hemi-tripairs  / /\ (Il.), say this is 12(6.78), deno- 
f / 
27 8 
ting the three duads 12, 67, 68 
/ 
N 
56 hemi-tripairs / \ (Il, say this is 123, denoting the 
73 
; three duads 12, 13, 23, 
8 2016 
E and we further see how each hemi-tripair may be completed into a tripair 
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Cayley, on the triple ®-functions. 


4 rn 
in 5 different ways: thus (1.) gives the 5 tripairs a, x 3 % 
3 56,Tor 8 


(III) gives the 5 tripairs / I u” while (IL) gives the 3 tripairs 





6 / 6 6: 
7 13% /\ / /\ / 
bs 4 \, amd the 2 teipeien / 
| 33 \. and the r1pairs L- 7 FREE 
or 7,8 P 2 „—__ 7 
2 45 ji a m 
5bor3 $ 8 


To each even characteristie there belongs a system of 56 hemi-tri- 


pairs; thus for the eharaecteristie — the 56 hemi-tripairs are 123 (that is 
12, 13, 23) ete.: whence the 70 tripairs are 1234(that is 12.34: 13.24; 
14.23) ete; and in any such tripair, say in 1234, we have the set of four 
hemi-tripairs 123, 124, 134, 234 for each of which the sum of the three 


000 000 


characteristies is = ooo 42 +23+ 13 = 000° ete.) and the other set 1.234, 


2.154, 3.124, 4.123 for each of which the sum of the three characteristies 
is = 567 (12+13+14, =23+14, = 567, = 001) 

To find the hemi-tripairs that belong to any other even characteristie; 
for instance, = corresponds to 567: we have 4 such as 1.234; 24 
such as (5.12) 34; 4 such as 5.678; and 24 such as (1.56)78; in all 
4+24+4+24, = 56. The tripairs are the 2, 1234, 5678; 16 such as 
54(123); 16 such as 15(678); 36 such as (5162) 34.78: in all 
2+16+16+36, = 70; and in each of these it is easy to select the hemi- 
tripairs for which the sum of the 3 duads is = 567. 
Cambridge, 27. Dee. 1878. 








Zur Transformationstheorie der elliptischen 
Functionen. 


(Von Herrn L. Kiepert in Darmstadt.) 


L. dritten Bande dieses Journals Seite 308 hat Jacobi den Satz 
ausgesprochen, dass für alle Primzahlen » bei der Transformation „ter 
Grades der Multiplicator M*) einer Gleichung (»+1)tea Grades genügt. 
deren Coeffiecienten rationale Funetionen von k sind. und dass. wenn 
M, M', M",... M“ die Wurzeln dieser Gleichung sind, zwischen den Grössen 

yM, yM, yM, ... yM® 
n-1 


9 lineare Relationen bestehen. 

Jacobi hält diesen Satz für einen der wichtigsten in der ganzen Trans- 
formationstheorie, und in der That zeigen die hier folgenden Untersuchungen, 
wie die Einführung des Multiplieators M oder einer Grösse, welche dieselbe 
Eigenschaft hat wie M, das sonst so complieirte Transformationsproblem zu 
einem äusserst einfachen umgestaltet. 

Ich werde hier aber nicht die Bezeichnungen von Jacobi, sondern 
die von Herrn Weierstrass benutzen, wie ich sie im zweiten Paragraphen 
meiner Abhandlung „Auflösung der Gleichungen fünften Grades“ (dieses 
Journal Bd. 87 5. 118) eitirt habe. In dieser Abhandlung spielte die Grösse 


1 * - 20 4w 
a, 


eine grosse Rolle, indem sie den drei Jacobischen Relationen genügte und 
eine Wurzel der Gleichung 
„, 10 12g > 
12 | Rn 5 () 
f A f 8’ f I . 


war. Ich machte schon damals (p. 120) darauf aufmerksam, dass es auch 


[= 


*) An dieser Stelle ist M der reciproke Werth von dem, was Jacobi sonst unter 
dem Multiplicator M versteht. 


26” 
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für andere Werthe der Primzahl » ähnlich gebildete Grössen 


(ol)... 0) 


giebt, welehe für die Transformation „ten Grades die entsprechende Be- 
deutung haben. 

Die Einführung dieser Grössen f hat noch vor der des Jacobischen 
Multiplieators M den Vorzug, dass die Gleichung, welcher f* genügt, ein- 
facher wird als die für M. In der Gleichung für f”” sind nämlich die 
Coeffieienten sämmtlich ganze rationale Funetionen von 9 und g,, während 
sie in der Gleichung für M irrationale Functionen dieser Grössen sind. 
Dabei ist in der Gleichung 


pP» +9, f"+9% ff 1 . ff + Ou+ı z— () 
ganz allgemein 
" 
(1) .n 3 _97,2 
=; IF 2ig:. 
A 12 
Die übrigen Coeffieienten 9, kann man, wie sich zeigen wird, bis auf Zahl- 
eoeffieienten von vornherein ohne Rechnung angeben und findet, gleichfalls 
ohne Rechnung, dass etliche von ihnen ganz verschwinden. So kann man 
z. B. für »= 11 sofort die Gleichung 


aa "1 Bi her Dan a u Bi 


hinschreiben, wobei sich die Zahleoeffieienten e, ©, &, &;, e, sehr leicht 


f’+ = l- — () 


durch Reihenentwiekelungen ergeben, von denen man immer nur das erste 
Glied braucht. 

In welcher Beziehung diese Transformationsgleichungen zur Auf- 
lösung der Gleichungen höherer Grade stehen, soll späteren Untersuchungen 
vorbehalten bleiben. Hier sei nur noch hinzugefügt, dass die linearen 
Jacobischen Relationen ebenso zwischen den Grössen 


BR Rn 


gelten, wie sie zwischen 


h In fr +++ faı 


selbst bestehen. Ferner führt die Darstellung von f als Quotient zweier 
w’ ri 


P’otenzreihen von A=e ” zur Auffindung allgemeinerer Grössen, die gleich- 
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falls die Jacobischen Relationen befriedigen und in der Transformations- 
theorie der elliptischen Functionen von Bedeutung sind. Wesentlich ist 


dabei, dass diese Grössen nicht nur von dem Modul der elliptischen Func- 
tionen abhängen, sondern noch einen zweiten Parameter 9x enthalten. 

Es ist deshalb zu hoffen, dass diese Grössen für »=5D eine Auf- 
lösung der allgemeinen Gleichung fünften Grades möglich machen, die auch 
den von. Herrn Kronecker gestellten Anforderungen genügt, dass nämlich 
nur rationale Funetionen der Wurzeln als Hülfsgrössen benutzt werden. 


$S.1. Herleitung der Grössen f. 
Aus dem Additionstheorem der Funetionen 9u und ou ergeben sich 

die Formeln 
3Pu)'— 39 Pu) — IH u— sh _ F 


F 1 . ) () u ) [ > u m 
\ ; $ Tu J | 11 3 / ) / / 
( ) 4 ‚in 4 3 


U . 
und 
o(w—u)o(v—+-u) 

(ou)’(ov)' 


Deshalb wird, wenn » eine Primzahl und grösser als drei ist, 


Lem] 
. bw 
7 
e )-s( ): er F(p( . )) = 20 N = do 


o[ 'o| 
\n IN n / 


/ 12 
„(20 


IF) = — er en 
\ 


O\ \O\ 
on J 


2.) gPu-pr = 


wu 


n—1 2n— 2 ? (n—1 \ u“ ) 
1) [67] u _ ED I > F gr) ) ) - . 
n n un / rn—1 9 an—2 N 
u) O J 
Das Produet dieser Grössen 


| m ee) 
\r- ne )-#(29)]= arlp(r))= m —— 


a EN 
a—4 
(«=1, 2, 22 a ); 


n /\n/ 
ist daher eine symmetrische rationale Function der Grössen 


ol =) pl = ); Er el w), 
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und deshalb die Wurzel einer Gleichung (»-+1)ten Grades, deren Coef- 
fieienten rationale Funetionen von 9 und 9 sind. (Vergl. Felix Müller, De 
transformatione funetionum ellipticarum, Berlin 1867.) Da nun aber P eine 
1 . 

Ä w) 1st, So 


; . j 20 4w m 
ganze rationale Function von pl - x pl e 5 ER ol 5 
müssen die Coefficienten sogar ganze rationale Functionen von 9 und 9; 
sein, die in dem Sinne homogen sind, dass man g, die Dimension 2 und 9; 
die Dimension 3 beilegt. 
Durch passende Anwendung der Formeln 
o(u+2w) = et) gu und o2w—u) = e"“—")ou 


findet man dann 


n—I n—1 


a Tun wen!—1 
- 4dau m DE 2aw 
nel) =" oe) 
a3 n ai n 
und 
n—1 ( r n—1 
Inwlen—1) ——— 
* baw ——— 2 2a 
no) = (-IYe * mol), 
a=1 n a1 n 
wenn 2=6g+l1 ist. Setzt man dies in Gleichung (3.) ein, so wird 
no(n’—1) 
(—1)?e bn 
P - n—l 


2) 


Führt man also die Grösse 
nw(n:—1) 
Ä na ae 2o\ _/4w\ n—1 \ 
(4, _e Izn OÖ 0 ih = w | 
\ [ n ) \ n J n / 
ein, so ist 
f” = (-V’P 
die Wurzel einer Gleichung (n-+1)'" Grades, deren Coefficienten ganze rationale 
Functionen von g; und g;, sind. 


$.2. Darstellung von f als Quotient zweier Potenzreihen von A. 


Aus der Formel 


nu? 
] 


" 20 _ — zT z /i1I-M 1-7 
5.) ou= er ——— ( — E ): 
(9.) ı 2i a 1—h” 1—h” 


w’mı un 2rmi 


wo h=e“® ,„z=e’" ist, folgt, wenn man e” mit e bezeichnet, 
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PR rt ed en 


n ı 2: 1—h” 1—h?’ 
o( 4w ) 2w en ee! in 1— hr 1—h?re? ) 
s — :P n . - - . - . 
n st it ;-ır 1—h” 1—h” 
1122 n—1 _n—1 n—1 n—l 
o( n—1 a 2w \ ) z et —.: * an" h’re ? 1—h”e \ 
R n vn sı iS - 2 1— hr 1—_hr JE 
also 
n—l 


ke (2e) 2 sin(” )-sin( N)... sin(*,- 5 .n). BL er “. 


V 


Da nun noch ausserdem 


2: sin(” )sin ( =). ‚sin ( Aa 7) = yYn 


und 


(=) = In J1—h”) 


zı vi 


ist, so wird 


n an I % n(bA ? 1) 
i h'? nA—h’”) P; (- 1)’ h 12 
6 En 2 v1 BE  ;.. / %. 
( ).) u ee = ur u A (64+1)2 
J# he A—h”) 4® El % 
r 1 q \ F 


Es seien nun noch D, D,, D,, ... D,_, die Grössen, in welche = g—27g; 
bei der "Transformation übergeht, dann ist 


’ Sr u N: v: . 2, ce ns 
(7) =() 1 jpl—h”) und D" = ( ne Ia-i” 
folglich ist 


&) =". 


$.3. Darstellung der übrigen Wurzeln der Transformationsgleichung. 
Die andern Wurzeln der Gleichung (»+1)'e? Grades für f’ erhält 


25  2w'+48rw 


. . 2w e 
man, indem man . an Stelle von setzt, wobei r die 


N n 
Werthe 0, 1, 2, .... a—1 annimmt. Auf diese Weise erhält man 


n@(n? 
l 


== 0(2®)o(4®)..0("! 0) 
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1 
Mio on en VRR Bea uud nu Die won 
sc 2i 
2 2 
1-h" n gtir 1—h rer 
" A 1—h’’ it 1 — hr ) 
2 2 
o( ul nun 9 2w el hra®—h re 
n nz 2i 
2y+ . ı— u 
22 1—h n gtr 1—h ng ) 
0 = urn = zu | 
s—1 n—1 
( (n—1)w'+24(n—1)rw 2w (*) ern) hin Ur _h im g-6n-yr 
2,4 n—1 „_* -1 
n 1—h n era—ı)r 4—h n EEE \ 
x nl 1—h” a == * 


Dies giebt nach einigen Reductionen 


1 € nd wi a1, \, 
re ey 
4 2 hir [LI ) 


$.4. Herstellung der Jacobischen Relationen. 
Bezeichnet man den gemeinschaftlichen Nenner der Grössen f, fi. 


ri 


n—1 n—1 4% (6,+1)? 
(10) N=4*mNA-N)=4* E(-1h ? , 
vl ee 
so tolgt 
n(64-+1)? n—l | (H4+-1)? 


rn / pin / 2 j 7 r .9 = \2 „r(64-+-1)? 127 
N=raz2(-1fı ” , M.=i’ z(-DeEHT m 5 
— A=—% 
Jetzt sei A=nu-+r, wo v die Werthe 0, 1. 2, ... n—1l annimmt. dann 
wird € gleich €”*", und da unter den Zahlen 
1. 6b.1+1, 6.21. . 0. 6 (n—1) +1 


nur eine congruent 0 modulo » sein kann, nämlich für »=+g, wenn 
= 6g+l1 ist, so wird nur EV = 1], sobald r von Null verschieden ist. 
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n—] 
Deshalb fallen in ENf. alle Glieder fort, bei denen v von +g ver- 


7 0 


schieden ist, und man erhält 


u n—1 _ (nu tba+1) n—]1 ’ n(buarl) 
ENS=i'.n 3 (-1rih =6’.u(-IV 2 1)” h 
ru) u Y U—Y 


Für das obere Zeichen wird unmittelbar 
n—] 


n—1 
ENf. = (-1/? YaNf, 


und ebenso für das untere Zeichen. wenn man den Summationsbuehstaben 
« mit —4 vertauscht. Dies giebt also die Relation 


1) Sehtht- HL =(-VDfle-D’n 


1) 


Jetzt seien Pi, Pas »-- Pu die quadratischen Nichtreste von n, dann ist 


sicher von 1 verschieden für = P,. Pr. »». BP, 1. So lange r 


g’ (6/ N! 1) — fi 


nicht Null ist, was auch 4 sein mag, und man erhält daher 


nA 
Et u, 
oder 
12) Stereo, 
IX 5 ; 2 n 1 
Zwischen den Grössen f, fü. fı- fs; --- f, ı bestehen also a FPOROREEEINEN 


Relationen. 


R n-| 
Ebenso bestehen aber auch lineare \kelationen zwischen den 
dritten Potenzen dieser Grössen, also zwischen f’, fi. fi: RR: -:: fi. 


Es ist nämlich 


n n(24-+1) 
Nf=n!Ynh‘ 1 1-Nry—n!n F&(—1) (24--1)h * 
n | AR 2; ge n—1 2741) 
N =) Ehe) (9)? 3-1 (a4), 
y Da! 
Nur für A = nn modulo » wird &”#'" oleich 1, sobald r von Null ver- 


n —|] 
schieden ist; deshalb heben sich in E& N’f? alle Glieder fort. bei denen A 


/ 


” . 4 . Nn— 1 . 
nicht die Form » u-- 5 hat. und es wird 
n l n l (!nHi-+n) 
x RT3 f3 4 4 ice 2 < ' 
EN ff =(-W)'"n}(—]) (2nu-+n)h 
r=-() ut) 
n—1 n(?u +1) n—I 
2 4 1ı/% ' +2 3 f3 
=i "3 (-1 Zul) * =i’ N’fin, 

uU) 
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oder 


| Y 
13) BHRHR+ HR = PID’n 


Sind nun wieder A, Pas ».. P,—' die quadratischen Nichtreste von n, so ist 


) 


“97, wenn r nieht Null ist, sicher von 1 verschieden, was auch 4 


& 
sein mag, und deshalb wird 
n—] 
(14.) ZEIT ee Q 
0 


n 1-1 
2 
Fl Mn Pr ++ ham 


Ilerr Brioschi hat in seinem soeben erschienenen Aufsatze: Sopra una elasse 


r 


Dies giebt also im Ganzen lineare Relationen zwischen 


di equazioni modulari (Annali di Matematiea. Serie II. Tomo IX. p. 167 
bis 172) versucht, die Coefficienten der Gleichung (»+1)!en Grades zu be- 
rechnen, wenn zwischen den »-+1 Wurzeln »-+1 Relationen dieser Art 
bestehen, und hat die Berechnung für »—=5, 7 und theilweise auch für 
» = 11 durchgeführt. 


$.5. Aufstellung der Transformationsgleichung *). 
Die Grössen f’, fi fi --- fa, sind die Wurzeln einer Gleichung 
(» +-1)ter Grades, deren Form man jetzt unmittelbar bestimmen kann. 
Das eonstante Glied ist zunächst 
n-+I 
5 Iny\? — 2 g - y) ) 
„ınh® JA—h”) TAa—M“) ITTA—hr)” 
2? m > ») \ 2 ==] a1 vi 
[ fuf: sen Ya, (—1) "—ı n+1 ? 
A 1n® ITA—hry»r? 
ya. 


wo der Strich bei dem mittelsten // andeutet, dass « nur die Werthe an- 
nehmen darf, die nieht durch » theilbar sind; desshalb- ist 


) 


na—-N®y pw Aa—1*)' na-h), 
) 1 zei N 1 


also 


n—1 


3 Por: = Mae. de 


A 12 


*) Herr Klein, mit dem ich über meine Untersuehungen correspondirt habe, hat 
auf ganz anderem Wege ähnliche Resultate, wie sie dieser Paragraph enthält, gefunden, 
und es gebührt ihm sogar, was die praktische Ausführung für n = 5, 7, 11, 13 betrifft, 
die Priorität. Die hier angegebenen Methoden habe ich selbständig gefunden, bin 
aber Herrn Klein für mehrfache Anregung zu Dank verpflichtet. 
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Auch die übrigen Coeffieienten der Gleichung für f’ kann man jetzt sehr 
leicht finden. Man weiss nämlich, dass f * einer Gleiehung genügt, deren 
Coeffieienten ganze rationale Funetionen von 9 und g, sind. Die Coetfieienten 
in der Gleichung für f* müssen daher gleichfalls ganze rationale Funetionen 
von 9 und g, sein, dividirt durch eine Potenz von 4, deren Exponent eine 
ganze Zahl ist. Diesen Exponenten kann man aber von vorn herein be- 


stimmen, wenn man beachtet. dass 


| | 


6‘ “ __ h?nv\? u - Ir Jun ; f ar y\4 
> \r2_ el 9? ( BEP, a t - A eee 
App m” f m) 7 in 

A" IAa—h”) 4" WJA-— hr) 
ı 1 . ' 
1 7T 


(7) 4" h" 17 A—h” 
) 1 


107 
ist. Nennt man nun die Coeffieienten der Gleichung für f’ 


Gi» Bor Gar» ++ Gus Qurıs 


so Ist also 


während bei dem Nenner von g, der Exponent von 4 nothwendiger Weise 
zwisehen 

— und 15 
liegen muss. Da aber dieser Exponent eine ganze Zahl ist. so wird gq 
a(n—1) u an 


19 5 keine ganze Zahl liegt. So 


gleich Null, wenn zwischen 
sind z. B. für n=5 

4. =V) R=-V), =V, 
weil zwischen 4 und 5, 8 und 10, 16 und 20 kein Vielfaches von 12 liegt. 
Die 'Transformationsgleichung hat daher für a=5 die Form 

Pe 10 Bi’ 
in I gi T V, 


wo a und b noch ganze rationale Funetionen von 9 und g, sind. 
Ebenso einfach findet man für » = 7 die Form 


a d 7 


r BD. 6: 
+ A f”+ pl 4 FE r a 1: =W\V, 

















208 Kieper!, zur Transformationstheorie der elliptischen Functionen. 


und für n= 11 
ie B._. B d e Bi . 11 
24 1 2 l) ; 5 he u | m. . FE — () 
f | A? f A? f I A’ f A’ / 1 ru f } uf #* ) 
wo a, b, ce, d, e, g ganze rationale Funetionen von 9 und g;, sind. 
Um die Zähler der Coeffieienten q, zu berechnen, bestimme man 
zunächst ihre Dimension, die unmittelbar aus 
n —1 
>) 4 D y ns) 2) D, 
pr =(2)* md = cn: (%) 
folgt. Sind nämlich die Grössen &, g und = 9—27g, bezüglich Grössen 


von der zweiten, dritten und sechsten Dimension, so ist f’ von der Dimension 


n—1 \ . n—1 . i 
5 und q, von der Dimension —«: er Da nun aber in g, die 
. . Y . n—1 an . rYıs 
Dimension des Nenners zwischen «-» 5 und R liegt, so hat der Zähler 
. [2 . . yo » . C 
(die Dimension O, wenn «(n—1) ein Vielfaches von 12 ist, (9, u ); 
Mn 
.. 5: “. a(n—] ) | 2 .. .. .. 12 ... (u u 0), 
cg. 
-) n— ni . um J2 
es ; i ia a) 
1 12 
c, TER" ‚ In cg, 
‘), ean—1)-+6 .. e . BE sa D+6 ). 
A 12 
144 


e . 29 (n—1)-+a=on ein Vielfaches von 12 


wo umter e nur ein Zahleoeffieient zu verstehen ist. 

Daraus folgt zunächst noch, dass alle 9,=0 sind, für welche 
«@(n:-1)--2 ein Vielfaches von 12 ist, weil sich die erste Dimension nicht 
als ganze rationale Funetion von g und g; darstellen lässt. 


Die Transformationsgleichungen für » = ‚ 11 sind daher bezüglich 
12 eo 5,8, Hrn > “ 
/ + A f VL / Sr v, 
u a ne che 4 4 Ba 
f Sf + pi 7 ‚pP + + wi v, 


a Be a 0 us 4, 0,99. r 
f’+ gef | f / r it g: f+ ge f’ . ° - v, 


wo also die Grössen e nur Zahleoeffieienten sind. 
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In dieser Weise kann man die Form der 'Transformationsgleiehungen 
fast ganz ohne Rechnung finden, und es bleibt nur noch die Bestimmung 
der Zahleoefficienten e übrig, die aber auch sehr leieht ausgeführt werden 


kann. Hs hat nämlich 


“ 2 Ir Dr ı ' da __ Qgpla 
8, [ : fi | fi en. f\ — >/ 
denselben Nenner wie q,, während sich der Zähler nach Potenzen von 
h entwickeln lässt. Von dieser Entwiekelung braucht man im Allgemeinen 
nur das erste Glied, denn der Zähler von g, lässt sich «leichfalls nach 


Potenzen von hk entwiekeln. weil 


st r ) , Bam a 76 hu) . - \ | en a. 14 
(=) [11;+200h°+90*4+28n°473°4- 1264-1252” 4-344N "+ - 


10) 8) Tstat3l- 330° 244010570 
( ).) 177] 4 
31264" —-8052h"— 168081" 


” " .W IA-hry  .#A—-R—W+n" 1 hT—h"+h"+h 
N l 


() (ı) 
ist. Durch Vergleichung der ersten Glieder findet man dann suecessive die 
Zahleoeffieienten e. Nur wenn zwischen @(2—1) und «nr mehr als ein Viel- 
faches von 12 liegt, braucht man auch mehr Glieder der Entwiekelune. 
Dieser Fall kann aber nur eintreten, wenn « 12 ist. 
Fir »—=5 hat man z. D. 


IC IC. g 


3ildet man nun die Summe der Zähler von 


s_ PmRIlA— RW) ’ irn TA—h> E#r)° 
/ . “ au, und 24 u : ] (ai / a 
Ak: TI — h’’) 1 IIA— h?r)° 


so muss diese offenbar dureh A: //(1—h”)" theilbar sein und beeinnt mit 
-30R, folglich ist 

-3c=—-30 und c=10. 
Ebenso muss die Summe der Zähler von den Grössen f" durch A’ IT1-h”)’ 
theilbar sein und beginnt mit 5A’, während die Entwickelung von —5e,g, 
mit —5e, ( —) ‚'; beginnt, folglich ist 


cs = —12 
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und die Transformationsgleichung für » = 5 wird 


u m Pa BE 
(17)  f+ 7 / — - f+ rk 0. 


Für n=7 ist 


=) 


c u n 


1 pi en _ = (0) 
Hzerpl ef [5 
Hier wird also 
2c c dc C ec, be, Te,g 
= — Tr 7 9 — —. KH -yzAa— nn, HH. 
A i FA ; Ken We 4° 


Die Zählersumme in s, muss durch A’ /7(1-—h”)' theilbar sein und beginnt 
. ) ur r 

mit — 28%’, folglich ist 

28 


-14, 8=- 7 


Die Zählersumme in s, muss theilbar sein durch A’ 7I(1-—M”\ 


mit 140%‘, also ist 
140 = 14.28—4c, oder ,=17.I, = 


und beginnt 


Die Zählersumme in s; muss theilbar sein dureh A/T(1—h”)"” und beginnt 
mit —7.88h, also ist 


—1.88 = —-7.280 7.252 —bc, oder 5 =7.10. 


u 2 . . . . ) a ne ’ 
Die Zählersumme in s;- endlich muss theilbar sein dureh A’ /T(1—h”) und 
e . ml . x . .. . m T\ 
beginnt mit —7h’, während die Entwickelung von —7c,g, mit 76, ( = ) .. 
beginnt, folglich ist 
6 = 216 

und die 'T'ransformationsgleichung für » = 7 wird 

| 14 63 70 7 

48). + —f° fP-— =0. 
HZ Hat Gl -4 

Ganz ebenso einfach gestaltet sich die Rechnung für » = 11 mit dem einzigen 
Unterschiede, dass da nicht vier sondern fünf Zahleoefficienten zu berechnen 
sind. So findet man dann 


40. In 15.210g, 


Tale = WE w + + et 
2.124.) 129 PN HM 


32 4 J2 I: u RER: 
a] ser De Bar 


(19) 
[+ 
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$.6. Bildung anderer Grössen, welehe den Jacobischen Relationen genügen. 


Ks war 


1 | (b/+1) 
I 7 2 ' L “ / og NG T. ’ 
7 Ki ( Ja \ \ es I1YyYAa ° 
u) vi w’ ; % 
Die Ausdrücke, welehe hieraus durch Transformation »*r Grades entstehen. 
nämlich 
' ne \ 1 1-00 n(6/+1) ' IN + (14 
D:: ( ) > ( 1)% £ D - Re; ) B; Bee 1) h | 
W / %. W/ , Y. 


venügen den Jacobischen Relationen, wie sieh unmittelbar aus der Form 
dieser Summen ergab. Es liegt nahe, ähnliche Summen zu bilden. und zu 
untersuchen, ob sie nach ausgeführter Transformation »+1 Grössen liefern. 
welche gleichfalls die Jacobischen Relationen befriedigen. Dies ist in deı 
That der Fall bei den Grössen 


8. 


j 4 / 2rı 1 L 4 ı rı x ı J. 
\ve: -e, = | ) ..-”, yva-6 =\>-) 3 h 
/ () ( U) / 
( 20.) l ,. ) Ä / Y. 
i { 7 F. 
e, Pe - \ by N) 1 I 
20 / = SL. 


Diese Beispiele haben besonderes Interesse, weil gerade diese Ausdrücke 


häufie vorkommen, und weil die Verbindungen wie 


= 
} 4 Irı A Y 1 4  ?»r L 
ya—e+ye-—e; et ) 5 MY und Ya —e,— Ye —e = | > h 
() 7 J 
noch dieselbe Eigenschaft behalten. 


Auch der Jacobische Multiplieator M gehört hierher, denn es ist 


n—1 h A | 
| ‚, [sin coam 2w .sincoam 4o...sin coam(n —1)w|' 
M — (— | E > 9 - : 5 
|sinam ?o».sinam4dw...sinam(n —1)w| 
K [} .. ) » » 
wo W= sein möee, Dureh Anwendune der Produetformeln findet 
n j 


man dann 


sincoam u _ 3 Ha! in (1-+h z (1 i-h*’z le h? 12 1 —h?rlz ) 
sinam u s—371 7.1 (1—hrz’) 1 —hr3?)(1 +h°r1z)(1 +27 13?) 
also 
1 
y ( 1) 2 7 (1 H heilt hr 1m (A we hr’ Ih? 1y2 
| n —ı (A+hPY’A—hrN?( her)? (l hen)? 


Da nun aber 


MT A+RNA— PNA) <= 1, 

















N) 
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so wird 
n—l1 
| | 1) 3 » (A—hPr)’(1-4-h?rN)t 
21. M = er 
\ 1.) T n 4 (1- kr)’ a 


Nun ist noch 


/ (FI 7a r)A4 Re 
e, — 6, : - -Rh )\l+-R° ’ 
h ’ \ 2 vl | 
und 
4 ı 
j ns 2 = a ; nl?v— > 
Ve: en .. ) m kr) + AI), 
20 vw 
wo e, und e, zu der transformirten Function gehören, also ist 
1 / 
n—1 f n—1 Any | n(27 —1)\? 
ar EIS 52 
. „.ı Ad—hPr)G-+hrN)) yM 


ve, u" 

die (Grösse, für welche Jacobi zuerst seine Behauptung ausgesprochen hat. 

Man kann aber fragen, welches die allgemeinste Form sei von einer 

solehen Potenzsumme der Grösse h, damit die Potenzsummen, die aus ihr 

durch Transformation hergeleitet werden können, den Jacobischen Relationen 
genügen. Zunächst sei 


23) &=(%) Fu 


und 


n(44+-b)° : m (#41-+b)? 
7 2 


L x 
/ % 6) Desnet 


(24.) F: 1e-- 


107] 


Veh L2 ...2-l). 


Hierbei sind a und e ganz beliebige Zahlen, während man 5b so bestimmen 
muss. dass bn=ag+b ist, dann wird nämlich 


(an raqg+b)° nf tou+h): 


n—1 nN\ +% n\; +% 
Zr, = { > ).n Zh r = (— Jn 3 h 
also 
(25.) F, F, 1 F; - . F, Hn Fyn, 
und 


26) FtetRt+e®Btt+eemPE, , = 0. 


Dies ist aber noch nicht die allgemeinste Form einer solchen Potenzsumme 
$, sondern man kann die einzelnen Glieder noch mit passenden Coeffieienten 
multiplieiren, wie es auch in den bisher angeführten Beispielen bereits ge- 
schehen ist, wo die Factoren (—1)’ oder (—1)’(a4-++b) hinzutraten. Man 
kann darin aber noch viel weiter gehen, und kann die einzelnen Glieder 
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jener Summe sogar mit passend gewählten Funetionen eines neuen Para- 
meters « multiplieiren. Einige Beispiele werden darüber die beste Aus- 
kunft geben. 

Ks war 


- 1 + (64 1) ‚an . Le n(b/ +1) 2 D 
em 3 4 7 \ Me / 4 m | ) “ \24 
44=(2) Z(-1yn ®, DE=-(FF) ED ° 5, fl.) 
w/; a” ff) 2 1} 
Dem entsprechend sei 
ın / ns 7 
= gt N N; \ . u5 
(27.) P (u) =\ ng zei IA " eos(64 1) = 
ni / 4 iu 
nn: +9 (6/41) 
’ naN: 1% ’ En w nun 
\ Fin): ( ı 5 (—1)‘h 08 (64 -+1) . 
a / re 2 
(28.) 
n 1) (bi I) 
Y .n ST vr ind ; (6/ 1 19, .. . ur 
IF.(u): e ( ' = 1)‘: Ih ” eos(64--] 
( / ’ 2 
wobei noch 
. 7 J . a l 
BD (0) — 4°, F(0 D’:. F(0\=i’D 
Jetzt kann man aber wie früher beweisen, dass 
n—1 A n— 1 
(29.) > Fu) F (u) | -N)’. wi Zr ’F(o v 
() 
Setzt man nun noch 
F(u) F.(u 
(30.) (a) (a) 
/ bu)" / Du) 
so bleiben diese Relationen bestehen, und es werden fiw), fu). ».. f_.ı(m 


doppeltperiodische Funetionen von , denn man findet ohne Weiteres 
fa+20) = fu), flıut+2w)=f(u); f,(u+2w)=f,(n), f.(u+2w' fu). 


Aus dem Umstande. dass P(a) nur für 


! ! 


2 oo. sw, 4 0-+W 


verschwindet. findet man dann leicht 


Inu Inu 
! 


. EN!,ı % 
(31.) Pa)=( )h" 7. h””).e’” 0,(u).0,(u).0,(u) = S°!.e’" o,(u)0,(u) 0,(u 
j ; () v—1 y b 


und erkennt, wie sich f(x) als Funetion von 9% darstellen lässt. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXVII. Heft 3. 28 
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Kin zweites Beispiel folgt aus dem Ausdruck für f’, es war nämlich 


(?44-1)° 
} zT 3 ’ SL. s I,\ 2% [ st \7 Er ” 
I®  ( Ya DAY = ( ) 2-1 Yard * 
() r 1% 1 “(@) / () 
’ n(?Ä-4-1)? 
nr \3 +% j Br DN: 
D=-(") s(-1%2240 *® , f=(—),; 
() / () ‚fr 
lem entsprechend kann man bilden 
Er in 
ne N\I 2 BR a un 
$B(u) = ( ) > 1a) * aA —, 
' () )—V0 U) 
/ N n(?244 1): 
% h NTN\Nz 2, RE er nun 
32. Fiu \ ) S(-1) (24 -+1)R * cos(2i+1) ——. 
W et 20 
n—1 Ze \} . (27-1)? .. 
y / . we u. 5 . \//9% rl 27 n a u; 
F u = -S \ J B | 24. . | € ) h j OS 2, } ] 
; “ (V () 2ıy 
A\ueh hier sind 
F(u F,(u) 
fu und fi" ( . 
Du)" D(u)" 


(oppeltperiodisehe Funetionen, die den Jacobischen Relationen genügen. 


r m Ust 
. sin(24-+-1) 
e . . 2° . ! . = (U) 20 
Man hätte auch die einzelnen Glieder in 4° mit na 
se BA+1 
nultiplieiren können und hätte erhalten 
7 ’/z (2/ T 1)? un Nu 
1 , 5 I. . % J ’ . i 
y u) = ( ).228 1)k * sın(24+-1)5 : #,e "ol(u). 
() let) @ ' 
| 4 ) n(2/-+-1)? nu? 
‚os Rn NEN‘: 9 us a i 
33.) ‘F(u) = ( ).28(-1 "'h* sm(24+1)-— =D’.e ’" o(u), 
( / () (U) 4 
a IE urt 
3 4 . 4 > 7 En, 3r(?274 2 n u +“)? " 
eher WEIT me ui —. 
a FT 2 ' 


wobei die Formeln (32.) aus (33.) dureh Differentiation entstehen. „Jetzt 


venügen wieder 


(34.) fu) = di. und f,.(w) = F,(u) 


D(u)" Pau)" " 
len Jacobisehen Relationen. und es wird 
n —1 
er a; 2a | 
Dy a 3 u { 
(35.) fu) = f.n Ro o( z ) 


is ist leicht zu übersehen, wie man noch unendlich viele derartige Aus- 
drücke bilden kann; ich habe aber das letzte Beispiel besonders hervor- 
vehoben, weil es für a=5 mit einem Ausdruck übereinstimmt, auf den 
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mich Herr Weierstrass schon vor einigen Jahren aufmerksam machte, indenı 


er mich sogar veranlasste, die Gleichung auszurechnen, der 


( / 2 )( 4 )) 
u— Ho -— - )Jlpu MH —— | 
N P\ J)\s \ 


ı) 


 {2o@\N ol 4 N 
(vl > ) ”\ 5 )) 


genügt. Diese Gleichung hat bekanntlich die Form 


fi N) 


(36.) (z’+ a) (2’-+Da) + 10b (2’+ a)’-+4e(2’+ a) +5b’— 4ac (). 


und man erhält in diesem Falle 


44a= Vuy" u (Hu. P.b= (Hu) — Ialyu)'y"u, 
_ 40 c= — (2160 "+ HET +2) Say” 
er | SITE + LEO" +H IH)" 
805"+1280") 4 at" 


Herr Weierstrass hoftte, diese liesolvente zur Auflösung der allgemeinen 
Gleichungen fünften Grades verwenden zu können, es scheint dabei aber 
die Auflösung einer Hülfs-Gleichung vierten Grades unvermeidlich zu sein. 
wenn man jenes Ziel erreichen will. 

Vielleicht ist eine der andern Funetionen fw) zu diesem Zwecke 
besser zu gebrauchen. 


Darmstadt. im Januar 1879. 


Während des Druckes habe ich die angegebenen Methoden benutzt. 
um noch die Transformationsgleichungen für » = 13. 17 und 19 zu be- 
rechnen. >ie lauten 

für n= 153 
4" f"+13[24" f” +25" f"+1964" f? 410644" "+ 41804412086 FR 

-25660.7° f'*+39182.9° f"’+41140.4° f" 4272724 f%4-96044° "411658 f*] 
129.)’+7461! +13 = 0, 
für n=17 
If" +17[104° +2.12 0" f"+T7510" 4184.12, 4 u 25740.41° f"' 


+17.(129)" 1" f"+8780.129 2° f+323903.0° f” 1474. ? f 
+99128. 129. 4° f*+ 120 (129,)’ Ze 481. 2°f) 
+1-(129)*+994.129, 4\ f?-ı 0, 








28* 
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und für » = 19 
1" +19 44° f+1380° 2926.10 2.2169, 4 PP +410354"° F* 
+237.2169, 4° fÜ—359820.4° f"—7410.216g, 4° f "417439354 f 
+-85414.2169,.4" f"+/13.(2169)’— 47984304) 4° f?—317802.2169,. 1° f" 
+1306 (2164;)°-1-16921266.7| 4° f’+148629 .216g; 4*f" 
+/185.(216g,)-+422140.4|.#°f*]+\(216)’+1474.216,41f’—-19 = 0. 


Wie sich diese Gleichungen für singuläre Moduln in Factoren zer- 


legen lassen, soll in einer späteren Abhandlung gezeigt werden. 


Darmstadt, im Februar 1879. 











Note sur une propridte des equations dont toutes 
les racines sont reelles. 


(Par M. J. J. Sylvester a Baltimore.) 


1. Doit f une forme binaire (a,b,e,...lixr,y), y un «ovarlant 
de f de Vordre e et Fla,b,e,...D le coeffieient de =° dans 9. 
e ’ Y 
Supposons que si dans la forme f on remplace y par 9— v IT» les 
eoefficients a, b, ec, ... Ü se changent en a,b, c,...T. Üela pose, si 
dans le covariant g on remplace y, z par Y, X, on sait que g se change 
en X’F(a',b',c',...l). 


2. Soit (a,,@,....,02,y)“ une forme binaire qui a toutes ses 
. 7 2 ) 
racınes %,, Ar, 2... %, (ec. &. d. les valeurs de ” , qui font evanouir la 


forme) reelles. et soit 


2:(22—1) 


(1.) (—1)' a,a,,— 28.0, @,,_, + > 4,0," 


son invariant quadratique dont le signe est fix& de sorte que son dernier 
terme proportional A a, ait le signe positif. Üet invarlant divise par le 
carre de a, peut d’ailleurs, comme on sait, &tre presente (a un facteur 


numerique pres) sous Ja forme d’une somme de produits tels que 
(%,—0,) (%:— 0,) ... (d,_1— 0.) , 


par consequent cet invarlant est positif pour les formes a racines reelles. 
Considerons & present la forme binaire (a, 4,5... ne... ,,,0r,y)° 
de lordre 22+n, qui ait &galement toutes ses racines rdelles, alors lex- 
pression (1.) formee par rapport aux coefficients de la nouvelle forme 
sardera son signe positif, ear en differentiant 7 fois de suite la nouvelle 
forme on retombe sur la forme binaire de l’ordre 2: d’ou Yon est parti. 


‘ . > } 
3. Remplacons dans f la variable y par y— y = et supposons que 


Y, X soient des quantites reelles. Üette substitution ne changera en rien 
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le caractere de la forme f relatif ä la realitE de ses raeines. Done en 
combinant les deux observations preeedentes on en ceonelut le re&sultat 
suivant: 

Soit f une forme binaire qui a toutes ses racines reelles et p u 
de ses covarlants du second degre dans les eoeffieients, g sera d’un signe 
invarlable, e. a. d. sö toutes les racines de f sont reelles, toutes les racines 
de tous les quadricovariants (ce. A. d. des covarlants du second degre) de 
f sont imaginaires. 


Baltimore. deeembre 1878. 


Postseriptum. 


M. Schramm, dans un memoire insere dans les .„.Annali di Matematiea“ 
annee 1867, avait deja remarque la propriete demontree plus haut pour 
le cas du Hessien en se servant des fonetions eovariantives en z, y, qwil a 
demontre pouvoir remplacer les fonetions de Sturm en ce qui regarde la 
determination du »ombre total des racines reelles d’une &quation. 

M. Schramm a obtenu ces formules par une certaine transformation 
operee sur eelles qui portent mon nom: mais on peut les obtenir immediatement 
en se servant de la loi d’inertie pour les formes quadratiques. 

En supposant que f(x) =0 est une &quation algebrique dont les 


racines sont &, &, ... e,, en Eerivant 
—. 


bb = E(pew+ peut" + peu) 


\ 
ı n 


OU Pi: Par... P,„ sont des fonetions rationnelles queleonques, on voit tres 
facilement que linertie de $& est egale A n—2r, v etant le nombre de 
paires de racines imaginaires. Si Von pose 


la fonetion quadratique $& aura pour determinant llexpression 
| $,, $| hp) ...$, 1 


S 8) 53 ...S, 


I 3 I? | 
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De plus en eonsiderant les mineurs sueeessifs 


S,| 8 8; | Sy8ı 8: 
HE +++ IT 
525354 
on sait que le nombre de permanences de signes dans cette serie expri- 
mera linertie de p, e.&. d. sera egal A n—2r. 


(‘omme on a dailleurs 


8,8, 8, 
on «deduit immediatement de la la regle de Sturm pour le nombre total 


es racines r&elles et imaginaires. 
Sı au hieu de poser „e=e On posalt Ve=7 ‚J etant une 
(A e )' 


eonstante reelle queleonque, on obtiendrait de m&@me une serie de termes ol 
le nombre de permanences serait encore egal A n—2r. 

En multipliant ces termes respeetivement par des puissances paires 
dun degre eonvenable de 4 -6,)\% 2): (A e.), © & d. par des yuantites 
reelles et positives, on obtient les fonetions de Schramm avee cette seule 
difference que x et y s’y trouvent remplacees par 4 et 1. Mais on tera 


LK 


disparaitre cette difference en posant ä la place de 4 et en multipliant par 


Y 
la puissance paire de y qui rend l’expression entiere. 


Baltımore. avrıl 1879. 











Observation relative A lartiele de M. Sourander. 
(Vol. 85 de ce Journal.) 


(Par M. Souillart a Lille.) 


Dans un artiele insere au vol. 85 de ce Journal, relatif aux sections 
eireulaires dune surface du second ordre, M. Sowurander, apres avoir mis 
sous la forme d’une somme de deux carres le diseriminant qui se presente 
dans la question, affırme que ces carres sont plus simples que ceux fournis 
par les methodes preeedentes: la verite est quils sont identiques A ceux 
que Yon deduit d’un caleul de Poisson, par le moyen que jai indique au 
vol. 65 (p. 330). Pour s’en assurer, il suffit d’effeetuer les substitutions dont 
jJai donne tous les elements, et de developper, d’autre part, les deux fonetions 
P,. Q, de M. Sourander, en y exprimant les quantites o,,, %». &, en fone- 
tion des seules quantites 3, 3. %n. Üette observation faite, je mempresse 
de reconnaitre tout le merite de la methode direete de M. Sourander. 

la m&me decomposition peut du reste sSobtenir immediatement, d’une 
maniere tout aussi direete, au moyen de l'’expression 
A’a*- B’b’+C’e'—2BCb’e’—2CAc’a’—2ABa’b’ 

4a’b’c’ 


(1. 


que jai donnee (vol. 65 p. 324) du diseriminant dont il s’agit. >i Von 
elimine la quantite C au moyen de la relation A+ B+C=0, le numerateur 
prend la forme: 

A’\a+c)+2AB[e a+b'+ce)—ab)+B(b+ec) 
ou la forme &quivalente 

|Ala’+c’)’+ B[e’(a’+b"+c’)— a’b’ |’ +4B?a’b’c’(a’+b’-+c’) 
(a’-;-c”)” 
qui donne le resultat cherche. 

Jajouterai, puisque l’occasion s’en presente, que l'expression (1.) est 
identiquement celle que M. Bauer a obtenue quelques anndes plus tard 
(vol. 71 p. 50 formule (24.)), au moyen de consid@rations peu differentes. 
M. Bauer en a deduit une elegante decomposition en une somme de 
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6 carres au moyen d’une remarque heureuse qui lui est propre et dont 
voiei V’enonee: 
,, u, v, P, Q, S etant des quantites assujetties a la condition 
‚P+u0-+vS =. 
on aura identiquement 
(A+u4+rv)(PP+ Q°+8S°’—- 208 — 2SP- 2PQ) 
— 3P’+ 3ul'+3rS°’+ 40 S\’+u(S—-P)+rv(P 0) 


Lille, decembre 1878. 
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Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


(Fortsetzung; siehe Bd. 83 dieses Journals.) 


(Von Herrn L. W. Thome in Greifswald. ) 


. 

Ts einer homogenen linearen Differentialgleichung mit rationalen 
Funetionen als Coefficienten sei bei zwei Punkten der Construetionsebene 
je ein System linearunabhängiger Integrale entwickelt. Werden alsdann 
längs einer Linie, beständig auf einer Seite derselben, die Integrale des 
einen Systems aus ihrem Eintwickelungsgebiete in das Entwickelungsgebiet 
des anderen Systems hin fortgesetzt, so geht jedes Integral des ersten 
Systems in eine homogene lineare Verbindung der Integrale des zweiten 
Systems mit constanten Coefficienten über. Die Aufgabe, diese constanten 
Coefficienten zu ermitteln, wird in nachstehender Abhandlung behandelt, 
und zwar besonders rücksichtlich soleher Differentialgleichungen, in denen 
normale Differentialausdrücke oder Systeme solcher (s. die Abh. des Ver- 
fassers Bd. 83 dieses Journals No. 1) gleich Null gesetzt sind. Die zu 
dem Zwecke in den Nrn. 1, 5 und 6 in den allgemeineren Grundsätzen 
aufgestellte Methode ist überhaupt auf homogene lineare Differential- 
gleichungen mit allenthalben einwerthigen Coeffiecienten und einer endlichen 
Anzahl singulärer Punkte anwendbar. Bei der Darstellung der Integrale 
kommen allgemeine Eigenschaften von homogenen linearen Differential- 
gleichungen mit rationalen Coefficienten zur Anwendung, die in No. 7 ent- 
wickelt sind. 


1. 
Wenn bei einer homogenen linearen Differentialgleichung mter Ordnung 
dy d” 'y 


dr" Pı dee” 1 


1.) +++ +p„y = F,(y, x) = 0 


mit rationalen Coeffiecienten um einen singulären Punkt im Endlichen x = a 
als Mittelpunkt ein Kreis geschlagen wird, der bis zu dem nächsten sin- 
eulären Punkte reicht, so giebt es in diesem Kreise nach Herrn Fuchs 
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Bd. 66 dieses Journals p. 131. Bd. 68 p. 355 (vgl. die Abh. des Verfassers 
Pd. 75 No. 8) ein System von m linearunabhängigen Integralen der Diffe- 
rentialgleichung unter folgender Form: 

Das System der Integrale zerfällt in eine Anzahl Gruppen. Eine 
Gruppe von A (A—1) Integralen hat die Gestalt: 


2) 9,=(2-a)'’ >: f„(log(z—a)) (a=1...A), 


l 


die Exponenten r, unterscheiden sich nur um ganze Zahlen, die Funetionen 
f, Sind innerhalb des Kreises, abgesehen vom Mittelpunkte, einwerthige 
und stetige analytische Functionen, die Funetion (e—a)'Ys. (b=2...k) ist 
einer homogenen linearen Verbindung der Funetionen 


A \ü= Bis 1ı 
\z—-d) p; | c N A . 


J 


mit eonstanten Coefficienten gleich. Die Exponenten r von einer Gruppe 
zur anderen unterscheiden sich nieht um ganze Zahlen. 

Jede Funetion g, lässt sich durch die Summe zweier Potenz- 
reihen darstellen, von denen die eine nach Potenzen von 2 - a mit positiven, 
die andere mit negativen ganzzahligen Exponenten fortschreitet, und die 
erste wenigstens innerhalb des oben angegebenen Kreises convergirt, die 
zweite für jeden Werth von x, ausser r = a. 

Wird ein Integral aus den Integralen dieser Gruppen linear mit 
constanten Coefficienten zusammengesetzt, und sind diese Integrale in der vorhin 
angegebenen Weise entwickelt, so erhält dasselbe eine Entwiekelung einer 
Form, die es nur auf eine Weise annimmt (Abh. Bd. 74 No.1(5.)). Hat also ein 
Integral in einem Kreise um z=a eine Entwiekelung von solcher Form 
erhalten, so müssen die Potenzreihen in derselben innerhalb des oben 
angegebenen Kreises convergiren (die mit negativen Exponenten ausser 2=a). 

Entsprechend ist es, wenn r=f'in F,(y, x) = (0) eingesetzt wird 
und {= 0 singulärer Punkt ist. 

Es möge das Gebiet innerhalb des um den singulären oder nieht- 
singulären Punkt e=a als Mittelpunkt geschlagenen Kreises, der durch 
den nächsten singulären Punkt der Differentialgleichung F,(y, x) = 0 geht, 
der zu dem Punkte r = a gehörende Bezirk genannt werden. Zu dem 
Punkte e= x gehört als Bezirk das Gebiet ausserhalb des um -r = 0 als 
Mittelpunkt geschlagenen Kreises, welcher durch den von x = 0 entferntesten, 
im Endlichen liegenden, singulären Punkt hindurchgeht. 
29” 
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Wenn man nun zwei Punkte a und 5b nimmt, so dass der zu a ge- 


hörende Bezirk in den von b hineinreicht, so kann man bei jedem der 
beiden Punkte je ein System linearunabhängiger Integrale entwiekeln und 
diese Entwickelungen gelten alsdann in dem gemeinschaftlichen Gebiete 
beider Bezirke. Ein Integral des einen Systems ist nun gleich einer homo- 
genen linearen Verbindung der Integrale des anderen Systems mit constanten 
Coefficienten. Differentiirt man diese Gleichung in dem genannten gemein- 
schaftlichen Entwiekelungsgebiete (m—1)mal, so erhält man im Ganzen ein 
System von m in Bezug auf die m unbekannten constanten Coeffieienten 
linearen Gleichungen. Durch Auflösung dieses Systems von m linearen 
Gleichungen gelangt man zur Bestimmung der m Unbekannten. 

Liest aber der zu « gehörende Bezirk ausserhalb des zu b ge- 
hörenden, so kann man durch eine Substitution für x diesen Fall auf den 
vorigen zurückführen. 

Es wird hier nun folgende Substitution angewandt. 

Die singulären oder nicht singulären Punkte a und b mögen so 
lieven, dass dureh 5 ein Kreis gelegt werden kann, innerhalb dessen 
Peripherie a und ausserhalb derselben alle übrigen singulären Punkte der 
Differentialgleichung (ausser etwa a oder b) liegen. Dieser Kreis werde, 
indem x gleich einer rationalen Function ersten Grades von SZ gesetzt wird. 
eonform auf den Kreis in der S-Ebene mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt 
und dem Radius 1 abgebildet, so dass dem Punkte z= «a der Punkt S=0, 
dem Punkte 2 = 5b der Punkt S= 1 entspricht. 

Die Bestimmung dieser rationalen Function ergiebt sich aus den be- 
kannten Eigenschaften einer rationalen >Substitution ersten Grades für =. 
Kine rationale Substitution ersten Grades für x hat die Form 


a a& 3 
(3) a - A 
sı 0) 
woraus folgt 
öc—P 
(4) © 
Ä yce+a 


Ist 7 gleich Null und 


& 144 ? 
oz Mod( )e”. — —t+in, 
Ö Ö Ö 


e und n reell, öi -], so hat man 


/&@ 
r » 5 Me \. 
5.) z-:e-in=u=e”r= e”Mod\ 5J° 
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Die Relation z—:—in =. drückt aus, dass man durch eine Verschiebung 


der x-Ebene um die Grösse & parallel der Axe der reellen Werthe und 
um die Grösse n parallel der Axe der Coefficienten von ö die «-Ebene er- 
hält, welehe so auf der x-Ebene liegt. dass entsprechende Punkte zusammen- 
fallen. Die Relation «= e"e stellt dar, dass eine Drehung der u-Ebene 
um den Ursprung des Coordinatensystems und um den Winkel # die 
r-Ebene giebt, welche so auf der »-Kbene liegt, dass entsprechende Punkte 
» ı .. . a \ - ) . 
zusammenfallen. Gemäss der Relation e = Mod( )S werden alle Radien- 
Ö 
veetoren in der e-Ebene vom Ursprunge des Coordinatensystems mit dem 
y | . . . . 4 . . . . 
Faetor : multiplieirt; einer Curve in der e-Ebene entspricht eine 
144 
Mod( - ) 
d/ 
ähnliche in der S£- Ebene. 


Ist Ye von Nnl] verschieden. So hat Ian 


” 1 
(6.) 2e=92+74, 5 rc+8s. 2 - 
wo p, q,. r, s durch die Gleichungen 
er . J ar 4 
3 75 ) (), u ’u : U), ? ae ‘) 4 y pr 
. 4 es ze Mm | . 
regeben sind. Setzt man = Mod({)e”, woraus z dr es so ergiebt 
i ; MOGc 


sich: Durehläuft ein Punkt in der Z-Ebene eine sich selbst nieht schneidende. 
veschlossene Linie, welche ein endliches Gebiet begrenzt, das den Nullpunkt 
nicht enthält, in positiver Richtung, (so dass die Riehtung zu der Richtung der 
von Innen nach Aussen gezogenen Normalen liegt, wie die Strecke —-i zu der 
Streeke +1), so durehläuft der entsprechende Punkt in der z-Ebene eine 
sich selbst nieht schneidende geschlossene Linie, welche ein endliches Ge- 
biet begrenzt, das den Nullpunkt nicht enthält, in positiver Richtung, und 
einem Punkte im Innern des ersteren Gebietes entspricht ein Punkt im 
Innern des letzteren und umgekehrt. Durehläuft ein Punkt in der 
--Ebene eine sieh selbst nicht schneidende geschlossene Linie. welche 
ein endliches Gebiet begrenzt, das den Nullpunkt im Innern enthält. in 
positiver Riehtung, so durchläuft der entsprechende Punkt in der z-Ebene, 
eine sich selbst nicht schneidende, geschlossene Linie, welche ein Gebiet 
begrenzt, das den Unendlichkeitspunkt enthält, in positiver Richtung und 
dieselbe Linie als Begrenzung eines endlichen Gebietes, welches den 
Nullpunkt im Innern enthält, in negativer Richtung, und einem Punkte 
ausserhalb letzteren Gebietes in der z-Ebene entspricht ein Punkt inner- 
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halb des Gebietes in der Z-Ebene und umgekehrt. Einem Kreise in 
der S-Ebene entspricht ein Kreis in der 3-Ebene. Denn ist 3=u-+-ie, 


se 


N ® 1 1 1 
S=0-4iT, wo u, e, 0, ı reell sind, so ergiebt sich aus z = £° 


[ 0) —T 
u —— 6} 6) “ ® = D} ‘ 
o’+r’ o’+r’ 
(8.) 
u —v 
OO = = —. E => — .. 
ur u 


und aus der Gleichung eines Kreises in der S-Ebene 


-T)+,0+9T+0, = 0 
folgt die Gleichung eines Kreises in der z-Ebene 

(10) ateu—-ge+e(W+V) = 0 
und umgekehrt. Durchläuft also in (3.) der Punkt in der $-Ebene einen Kreis 
als Begrenzung des den Mittelpunkt enthaltenden Gebietes (Kreisfläche) in 
positiver Richtung, dessen Kreisfläche nicht den Punkt s= ß enthält, so 

’ 

durchläuft der entsprechende Punkt in der x-Ebene einen Kreis in positiver 
Richtung, dessen Kreisfläche nicht den Punkt q = . enthält, und einem 
Punkt im Innern des einen Gebietes entspricht ein Punkt im Innern des 
andern. Und durchläuft ein Punkt in der 5-Ebene einen Kreis in positiver 


Ko 
Richtung, 


dessen Kreisfläche den Punkt s = — im Innern enthält, so 
durchläuft der entsprechende Punkt in der x&-Ebene in negativer Riehtung 
einen Kreis, dessen Kreisfläche den Punkt q = : im Innern enthält und 
einem Punkte im Innern des ersten Gebietes entspricht ein Punkt ausser- 
halb des zweiten und umgekehrt. 

Um nun die oben angegebene conforme Abbildung zu vollziehen, 
sei der Mittelpunkt des durch 5 gelegten Kreises in der z-Ebene, in dessen 
Innern a liegt, e. Dann werde gesetzt: 

(11) zr=e+w, b—-ece=Mod(b—c)e”, a=Mod(b—e)e”v, 
so wird der betrachtete Kreis in der x-Ebene conform auf den Kreis in 
der »-Ebene mit o=0 als Mittelpunkt und dem Radius 1 abgebildet, so 
dass der Punkt z=a dem innerhalb dieses Kreises in der »- Ebene 
a 


“ . 
‚ der Punkt x = b dem Punkte ® = 1 entspricht. 


liegenden Punkte e = | 
Ä wer 


Nun werde 


(12.) 
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gesetzt. Die drei willkürlichen Constanten in (12.) sollen so bestimmt 
sein, dass drei Werthen $ mit dem Modul = 1, drei Werthe e mit dem 
Modul = 1 in übereinstimmender (positiver) Reihenfolge so zugeordnet sind, 


\ ” 4—c . 

dass zugleich der Werth $=0 dem Werthe vo = e— entspricht. Dem 
ü--C . ° ° R . 
5. sel gleich d gesetzt. Die conjugirten 


Grössen der complexen ®, 5, 4, u, v, o, d werden durch oe’, &, #4, w, v', o', d' 


>) b 


Werth &=1 entspricht » = 1. 


' 


bezeichnet. In (12.) muss alsdann, wenn S’=] ist, zugleich ee’ — 1 sein. 
Demnach hat man: 


13 1Etu VE u ‚+ un + AW&t ui 
d. vo = em . — - _—— ar - , 
un vste vo vv +00’ + wo'&r vd 
Daraus folgt 
Al tu = vv} 00' 
Ä a ’ 
(14.) Au —vo —= 0 
Ku—-vo = (, 
. . . nf n2 ' N? um’ ’ y . 
und hieraus ergiebt sich (44° — uu’)? = (vv'— ge’), und da”, = dd’ —1 ist, 
v0 
„of ' 
Pa ıh = 00 
(15.) 
u — vw". 


Demnach muss 


ır 


(16) A=0e*, u=rve” 


sein, wo & und 7 reelle Grössen sind, und &—-n = 2kr, wo k eine ganze 
Zahl. Es ist mithin 

et og u 

1) *.,= nn 


et u’E 4-0 


Für $=0 solloe=d, fir&=1 .-=1 werden, daher 


ee ER, 


0 e* u' +0 
. 0 [23 /o Li 
Aus letzterer Gleichung folgt e* = - 7 wodurch, da Mod.(", ,)=1 
Rh ° 0 LA 
ist, e” bestimmt ist. Wird e=1 gesetzt, so wird e = 1, ud, W=d, 


1—d 
re 5 also 


ıE 
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Da in (19.) den Punkten 5 auf der Peripherie des Kreises in der $-Ebene 
mit dem Nullpunkte als Mittelpunkt und dem Radius 1 die Punkte » aut 
der Peripherie des Kreises in der e-Ebene mit dem Nullpunkte als Mittel- 
punkt und dem Radius 1 entsprechen, und dem Punkte 5=0 der Punkt 
c = d im Innern des letzteren Kreises, so muss nach den obigen Ent- 
wickelungen durch die Relation (19.) der eine Kreis auf den andern eonform 


abgebildet werden. 
Die gesuchte Substitution für z ist also folgende: 


1—d., 
&+d 
h 1— d' Be 
2) z= c+b-e)— 
\ J ‚ve PR 4 
Ii—@ 
a— nd 
= ut d der conJugirte Ausdruck zu d. 


14 


Funetion ersten Grades von &, R($), eingesetzt, wodurch F,„(y,.) in 


Wird in die Differentialgleichung (1.) F,(y, x) = 0 für x eine rationale 


d.r Mo. u. ha i . ep . . 
(=) G,(y, 5) übergehe, so entspricht bei den Differentialgleichungen 


F,(y,2)=0 und @,(y, S)=0 einem nichtsingulären Punkte der einen ein 
niehtsingulärer Punkt der anderen, und die charakteristischen Indices bei 
irgend zwei entsprechenden Punkten sind übereinstimmend, nach Abh. Bd. 75 
No. 3. Zugleich ergiebt sich aus den dort angegebenen Formeln, dass die 
Exponentengleichungen (determinirenden Fundamentalgleichungen) bei ent- 
sprechenden Punkten übereinstimmend sind. Einem ausserwesentlich sin- 
gulären Punkte entspricht ein ausserwesentlich singulärer Punkt. 

Ist nun R($) gleich dem Ausdrucke (20.), so müssen in der Difte- 
rentialgleichung @,(y, 5) = 0 abgesehen von den Punkten s=0 und S= |] 
(die singulär sind, wenn a bez. b singuläre Punkte von F,(y, 2) = 0 sind) 
alle übrigen singulären Punkte ausserhalb der Peripherie des Kreises in der 
5-Ebene mit dem Nullpunkte als Mittelpunkt und dem Radius 1 liegen. 


Wird aber x--a = R(S)—a entwickelt in Sb,5 und diese Ent- 
wiekelung in das Integral y, in (2.) (in dieser allgemeinen Entwickelungs- 
form ist zugleich die Darstellung bei einem niehtsingulären Punkte ent- 
halten) eingesetzt, so kann man, indem man nach Potenzen von S$ ordnet, 
dem Integral y, eine von 5 abhängende Entwickelung geben, die dieselbe 
Form hat. wie die Form der Darstellung (2.) ist, wenn an Stelle von =-a 
S tritt (vel. No. 2.). Entsprechend ist es, wenn in die Entwickelung von f 
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. i. ” ! \. \y . . . . 
y bei e=b &—-b=R(S)—b= Fb,(5—1)' eingesetzt wird. Andererseits ist 


die Entwiekelung von y, durch ein System linearunabhängiger Integrale von 
G,(y,5)==0 bei $=0, die eine der Form (2.) entsprechende Form haben, linear 
mit constanten Coefficienten darstellbar. Es müssen also in dieser von 5 ab- 
hängenden Entwickelung von „, die Potenzreihen, wenigstens solange 
Mod(&) <.1 ist, convergiren (die mit negativen Exponenten abgesehen von 
&=0), wenn aber e=b und $=1 kein singulärer Punkt ist, in einem 
Kreise mit einem grösseren Radius, als 1. 

Sollen die linearen Beziehungen eines Integralsystems von F,,(y, x) = U 
bei e=®x zu einem Integralsystem bei einem Punkte x, im Endlichen er- 
mittelt werden, durch welchen ein Kreis gelegt werden kann, innerhalb 
dessen Peripherie alle übrigen singulären Punkte der Differentialgleichung 
und der Punkt x = 0 liegen, so setze man x = in die Differentialgleichung 
ein, dann verhalten sich die Punkte t=0 und f= . in Bezug auf ihre 


T 

i 
Lage wie die vorhin betrachteten Punkte a und 5b. Sollen die linearen 
3eziehungen des Integralsystems von F,(y, x) =0 bei z=x zu einem 
Integralsystem bei 2=r, ermittelt werden, wenn durch den Punkt 2 =, 
ein Kreis gelegt ist, innerhalb dessen Peripherie alle übrigen singulären 
Punkte der Differentialgleichung liegen, während z=0 beliebig liegt. 
so It 2=a-+r, einzusetzen. wo ©, ein Punkt innerhalb dieses Kreises 
A 1 1 
ist, = „+ Dann entsprechen den Punkten 2 = x (x =; t=0) und 

1 ie or 

2=z, die Punkte !=0 und ! = - ‚ die sich in Bezug auf ihre Lage 


T, 


wie die früheren Punkte a und 5b verhalten. 


2. 

Die Differentialgleichung F,(y,x)=0 in No.1 gehe durch Sub- 
stitution von ze =R(?), wo R(£) ein rationaler Ausdruck ersten Grades von 
2 ” > i a. ö - ; 
& ist, In @,y,S)=0 über, wo F,(y. ) — ( "£) @,(y.&). Wird in die 
Entwiekelung des Integrales y, No. 1 (2.) für x R(£) eingesetzt und ent- 
spricht dem Werthe z=«a im Endlichen der Werth <=a' im Endlichen 
(auf welchen Fall jeder andere zurückgeführt wird), so dass 

s2 5 
(1) z-a = 3b,($-a), 
1 
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wo b, -(2),,= E - von Null verschieden ist, so kann man, wenn 
I 
für 2—a die Entwickelung (1.) eingesetzt wird, die Potenzreihen wegen 
ihrer unbedingten Convergenz nach Potenzen von $—a’ anordnen. Die 
einzelne heihe mit positiven ganzzahligen Exponenten von e—a nach Po- 
tenzen von S—a' geordnei, eonvergirt wenigstens für Mod($—a’) < A, wo 
A eine gewisse positive Zahl grösser als Null ist, und stellt die Function 
von & dar. Wird in eine Reihe mit negativen ganzzahligen Exponenten 


. es . . r 1 1 N 
von e—a, die für beliebige Werthe von =, (ausgenommen ——. = %) 
: 1 1 Bo. R $ e 
convergirt, —. =. 2 k,(S—a’)‘ eingesetzt, so lässt sich dieselbe durch 
—w ae 0 


Anordnen nach Potenzen von $—a’ in die Summe von zwei Potenzreihen 
entwickeln, von denen die eine nach Potenzen von $—a’ mit positiven, die 
andere mit negativen ganzzahligen Exponenten fortschreitet, die für alle 


Werthe von S—a' (bei der letzteren ausgenommen 4, = %), für welche 
Ä E 

Mod(5—a) <B, wo B eine gewisse positive Grösse grösser als Null ist, 

eonvergiren und deren Summe die Funetion von & darstellt. Was die Faetoren 

(log(z—a))' und (z- a) = e'*@") angeht, so ist das lesultat der Sub- 

stitution (1.) in log(=—a) zu betrachten. Man erhält: 


2) log@-a) = log-a)+log (IF). Hg (1 +" E-@)). 


oO 
Hier müssen die Coefficienten von ö auf beiden Seiten in den entsprechenden 
Punkten in Uebereinstimmung gebracht werden. log 2 (14, Da (£- a)‘) 
sei für £=a gleich Null und nach Potenzen von S—a mit positiv en Ex- 
ponenten entwickelt. Ist 
r—a=Mod(z—a)e”, &--a = Mod($-a)e”, Me. z= — Mod). „e”» 
und 

log (2 — a) = logMod (z— a) + i6, log (S—a’) = logMod($— a’) +0, 

wo logMod(2—a), logMod(5—a') reell genommen sind, so muss 

dx 


(3.) ) log( de 2 —= logMod ( E Vet i(n+ k2n) 


. dx . . r . TT .. 
sem, wo logMod(- I):  reell und k eine bestimmte ganze Zahl ist. Lässt 
Fe 





he her lee 
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we) 


man aber mit unendlich abnehmendem Mod (x —a) die Grösse # gegen einen 
bestimmten Werth [9] eonvergiren, etwa indem = sich auf der Peripherie eines 
durch a gelegten Kreises dem Punkte a unendlich nähert, so eonvergirt 9, 
indem & sich auf der entsprechenden Curve dem Punkte «’ unendlich nähert. 
gegen einen bestimmten Werth [9], und man erhält % bestimmt aus der 
Gleichung 
(4) [0] = [] +n7-+k2n. 

Wird nun der Ausdruck (1.) in y, eingesetzt und werden die Multiplieationen 
der Potenzreihen ausgeführt, so erhält man die Darstellung von y, unter 
einer Form, wie die Form (2.) in No. 1, wenn dort 5S—a' für 2 —a gesetzt 
wird. Wenn dasselbe Integral y, durch Integrale von @,(y,S)=0 bei 
&=.a linear mit constanten Coeffieienten ausgedrückt wird, so können nur 
solche Integrale von der Form, die (2.) in No. 1 entspricht. in diesen 
Ausdruck eingehen, in denen die Exponenten r sich von dem Exponenten 
r, in y, um ganze Zahlen unterscheiden (Abh. Bd. 74 No. 1, (5.)). 

Letztere Darstellung soll nun näher untersucht werden in den Fällen, 
wenn in F,(y, @2)=V bei z=a der charakteristische Index gleich Null ist 
und wenn F,(y, x) durch ein System normaler Differentialausdrücke ( _Abh. 
Bd. 83 No.1) dargestellt ist. 

I. Ein Integral der Differentialgleichung F,(y, x) =0, die bei z=a 
den charakteristischen Index gleich Null hat, bei e=a sei von der Form 
(9) (a-aV)ylr) + (lE)log(e —a)+--+z,(2) (log (z—a))’, 
worin z.(2) eine Entwickelung der Form &y,(2—a)' hat und nicht sänmt- 

liche Werthe z;(a) verschwinden. 
Durch die Substitution (1.) erhält dieses Integral die Darstellung 


r» r | 0m N . > ’ '. /E \a 
) HS) +X(lS)log(S— a )++++2,(5) (log (S— a’) )?}, 


(6.) (S-—a 


- ’ı. ' ® .. 
ı5 der Form 3y,(5—a’)‘ hat und nieht sämmt- 
() 


liche Werthe %.(a’) verschwinden. Sind in (5.) in der Entwickelung von 


worin 2.(5) eine Entwickelun 


12 
f 


2.(2) (e=0...g) die » ersten Üoefficienten von z.(a) an bestimmt (vgl. Abh. 
Bd. 83 No. 9, (20.)), so erhält man vermittelst derselben und der » ersten 
Coefficienten in (1.) die » ersten Coefficienten in x, (&) (= 0...gq) von z.(a) an. 

Wenn nun in @,y,S)=0 bei ©=a, wo der charakteristische Index 
ebenfalls Null ist, die Anzahl der Wurzeln der Exponentengleichung, die 
sich von dem Exponenten r in (6.) nur um ganze Zahlen (inel. 0) unter- 


30% 
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scheiden, 4 ist und diese Wurzeln r,, r, bis r, sind, der reelle Theil der vor- 
hergehenden nicht kleiner als der der folgenden, der Ausdruck (6.) durch 
Y bezeichnet wird, so hat man 
(.) Y= Ky+RKy+'-+K,y,, 

wo die K Constanten, y, bis y; A linearunabhängige Integrale von @, (y, 5) = 0 
von der Form (6.) sind, in denen die Exponenten sich von r in (6.) nur 
um ganze Zahlen unterscheiden. Die Gleichung (7.) werde 4—1 mal diffe- 
rentlirt, so erhält man: 


BR; d'y, d'y, d’yı an" \ 
(8.) 7 = Kg: +K,- de +++ K;- de? (a=1..4-—1). 


Die Determinante in dem Gleichungssysteme (7.) und (8.) sei D, der Coef- 


fieient von ee in derselben sei D,,. Dann erhält man durch Auflösen des 
Gleichungssystems 
ya u, 
D D dt D as! 
Werden die linearunabhängigen Functionen Yı, %, -».. 9, auf die Form 


gebracht 


(10) u, u fur’ u.da, ze u fd ur un... fuzlu,de, 


so ist die Determinante D = u, 1»...u, (siehe No. 7 IIlb). Werden aber 
diese 4 Funetionen durch 4 andere linearunabhängige Integrale, deren De- 
terminante D’ ist, linear mit constanten Coeffieienten ausgedrückt, wo 4 die 
von Null verschiedene Determinante der Substitutionscoefficienten ist, so hat 
man D=4D' Nun bestehen A Integrale unter der Form (10.), wo 
11) m = E-Ä y 
ist, w,($) eine Entwickelung der Form e,( — a)‘ hat, c, von Null ver- 
schieden ist. Daher muss die Entwickelung der Determinante D bei 5=« 
die Form haben 
a Aa-—1) 

Ä ER? , erieliie iii ren 

(12) ($-a)' Sk, ($- a)", 
wo A,=K von Null verschieden ist. Diese Constante K ist unmittelbar aus 
der Determinante D, in deren Elementen die Logarithmen mit ihren Factoren 
weggelassen sind, zu bestimmen. 


Multiplieirt man nun die Gleichung (9.) mit 
ı AA) 





nr 
> ' 2 D 
(S-aqa) 


1 


I 
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so erhält man rechts: 
k AA —1 
3» ( / ) 


v .. 1} 


14 1 R T 2 ) D.. 
'K 


Ä Rt D.. dY D_. d-Y\ 
13.) (6a) zart a 


Wenn die Werthe von log(£—a’) in Y einerseits und in den Integralen y, 
bis y, andererseits im imaginären Theile nicht übereinstimmen, so ist für 
den Werth von log(&—a’) in Y der von log($—a’) in den Integralen y, 


Y- 


bis y,, zu welchem ein bestimmtes ganzzahliges Vielfache von 2ri adıllirt ist, 
einzusetzen. Auf dieselbe Weise sind die Logarithmen in (£— a’) = e Ä 


in den Integralen y, bis y; und ($-a) = e"”"") in (6.) in Ueberein- 


‚log( a 


stimmung zu bringen. 

Geht alsdann in dem von den Potenzen von log(£—.«') freien Theile 
von (13.) & in «' über, so erhält man aus dem constanten Gliede K.. Die 
Constante K, wird auf diese Weise erhalten als rationale Function von Üon- 
stanten, die in den Entwiekelungen von Y und y, bis y, vorkommen, mit 
rationalen Zahlen als Coefficienten. Es genügt hierzu, wenn die Integrale 
y, bis y, bezüglich zu den Exponenten r, bis r, gehören (s. die Abh. des 
Herrn Fuchs Bd. 66 dieses Journals p. 155) (auf welchen Fall man jeden 
anderen zurückführen kann), in der Entwiekelung von %,(5) (e=0...g) von 
7.(@) an r,—r-+1 Anfangscoefficienten zu bestimmen (der reelle Theil von 
r kann nicht grösser sein, als der von r,, weil (S—a')'y. ($) der Differential- 


sleichung @,=(0 genügt), und wenn in der Entwickelung von 9, die den 


z in (6.) entsprechenden Functionen durch o°(£) bezeichnet werden, in 
den Entwiekelungen dieser Funetionen r,—r-+1 Anfangscoeffieienten von 
o“)(a’) an zu ermitteln. 

Wenn irgend ein Integral von @,(y, 5) =, dessen Entwickelung bei 
<=a gegeben ist, durch ein System linearunabhängiger Integrale aus- 
gedrückt werden soll, die zu den Wurzeln der Exponentengleichung ge- 
hören, so hat man auf die einzelnen "Theile des Integrales, in denen die 
Exponenten von 5—a’ sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, das vorige 
Verfahren anzuwenden. Hat man dann durch dasselbe System linear- 
unabhängiger Integrale irgend ein anderes System linearunabhängiger Inte- 
srale bei S=.a’ ausgedrückt und kehrt dieses Gleichungssystem um, so 
kann man vermittelst letzteren Integralsystems jedes Integral ausdrücken. 

I. F,„(y, ©) sei gleich einem Systeme homogener linearer Diffe- 
rentialausdrücke mit rationalen Coefficienten 


(14.) f:,(Y; X) —Mı, f: (Yı, €) = Ya, a f,Yı> =) = F, 444.2, (9; T), 
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wo f,(k=0...!) ein homogener linearer Difterentialausdruck a,ter Ordnung 
mit rationalen Coefficienten und dem Üoeffieienten der höchsten Ableitung 
gleich Eins ist. Wird &= R($) gesetzt und 


uni: de \ —% / 
(15.) f., (9x; rt) = ( Er) 9:,\%ı > 5)» 


so geht der Ausdruck (14.) über ın 


(16.) N u I, (y,S — (5 Zr 


un; 


de \—U r 
= Ya. ... (=) 9:,\Yı» S) 
d  — .. n) 
= Er G,.4., (9 8) = Fur, (9 ®). 


Hieraus entsteht. wenn 


dt an. 0.1 % dr —ı —dL ® 
9) Yı> 9-1) ) 1:,'Yı> 5), 


(k=1...l), 9,(y, 5) = q,(9 5) 
vesetzt wird, 

18) deu idee ei: 
Die charakteristischen Indices in f,(y, 2) =0 und 9,(y,5) = sind in ent- 
sprechenden Punkten übereinstimmend, ebenso in g,, (y, 5) =0 und 4, S)=V. 

f;,(y, 2) seinun ein zormaler Ditterentialausdruck und gleich 2,f,&'y, x). 


wo 2, der determinirende Factor, f,, (y,, x) der reguläre Differentialausdruck. 


W.(x . . f . ® Ben 
2,=e'*": in den rationalen Ausdruck W,(z) wird z=R($) eingesetzt, 


alsdann in dem in Partialbrüche zerlegten Ausdruck W, (RS) das constante 


yır . TI ra W; £ ! - 
Glied annullirt. wodurch W,(S) erhalten werde. und nun e (8) _ 2,(5) 
gebildet. Nun sei 


fi, (Yr, € :) -( 9 »\Y%k> S), 


big de \—% 
u.,$) =(7 Fi ’ER g., (%: , 5); Gı\ u,s) = 5, 


Un 


ll 


Ws )-(5) 


Iq,, (Ur, = = 2,5), CS Br U; , 5), 
so dass q,,(@%,,5) ein normaler Differentialausdruck mit 2,(5) als determi- 


so wird 


Lr; 


(Sg) "y>$), 
(20.) 2,(8 9, (l ST Yr5 5), 


nirendem Factor und q.,(%, 5) als regulärem Ausdrucke ist. In f,(y., 2) = 0 
und q.,(%,5)=0 stimmen bei den entsprechenden Punkten z= a und S=« 
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die Exponentengleichungen überein, da die Punkte a und a’ im Endlichen 
R d.ır ‘ A y . ' 
liegen sollen und daher ( TE) nieht Null und unendlich ist. 
Us a 

In dem Systeme (14.) werden diejenigen auf einander folgenden Be- 
standtheile, in denen die in Partialbrüche zerlegten rationalen Funetionen 
W der determinirenden Faetoren e” die Glieder, in welchen sie für x = a 
unendlich werden, übereinstimmend haben, zusammengefasst, so dass 

(21.) F,(y, r)= gı; F, (yı : X) = 92, ... FW; „2)== F er (y, X) 
entsteht, wo der Differentialausdruck «,'* Ordnung 
F,Y9,2)=e"F,(e "y,x2) (k=0...h), 


ist, ©, (k=0...ı) von der Form F&ı_,(2—a) ' oder gleich Null ist, und je 
- | 


zwei auf einander folgende Grössen w, von einander verschieden sind, der 
charakteristische Index in F,(y, 2)=0 bei z=a gleich Null ist. Und 
zwar wird vorausgesetzt, dass der Differentialausdruck F,,,.(y, x) durch ein 
solches System (21.) dargestellt werden kann, dass jede beliebige Wurzel 
der Exponentengleichung von F, (y,,2)=0 bei z=a sich von jeder be- 
liebigen Wurzel der Exponentengleichung von F,(y,, z2)=0 bir=a, 
wo g=k, (,k—=0...ı) nicht um eine ganze Zahl unterscheidet. 

Ebenso werden in dem Systeme (18.) diejenigen auf einander folgenden 
Bestandtheile, in denen die in Partialbrüche zerlegten rationalen Funetionen 
W'(5) die Glieder, in welchen sie für <=.« unendlich werden, überein- 


stimmend haben, zusammengefasst, wodurch 


2) 2.99%, 9m, ... Qu.) = Ar (y,&) 
entsteht, wo der Differentialausdruck «et Ordnung 
Pr en’ (£ (E&) j 
Q.,%r; N =Ee Kg, (e CE), > (=t..r), 


ist, w,(&) dadurch erhalten wird, dass in w, für 2—a die Entwickelung (1.) 
eingesetzt und die Summe der Potenzen von S—a mit negativen Exponenten 
herausgenommen wird, der charakteristische Index in Q,(@,,s)=0 bei 
<= a’ gleich Null ist, die Exponentengleichung von Q, (,5)=0 bei s=.« 
mit der von F,(yı, ©) = U bei e=a übereinstimmt. (Vgl. Abh. Bd. 83 
dieses Journals No. 9 II (19.)). 

Die Integrale der Differentialgleichung F,,.,.,(y, 2) =0 bei z=a, 


wenn F,,.+.(y, x) durch das System (21.) gegeben ist, werden nun unter 











236 Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


folgender Form aufgestellt. (Vgl. hierbei Abh. Bd. 83 dieses Journals 
No. 9, I und 11.) 

Die Exponentengleichung von F,, Yy,2)=0 (k=0...ı) bir=a 
habe die Wurzeln: 

(23) ru b=1...e,) 

und diese seien so angeordnet, dass diejenigen, die sich nur um ganze 
Zahlen unterscheiden, auf einander folgen und unter letzteren die vorher- 
sehende einen reellen Theil habe, der nicht kleiner sei, als der der folgenden. 


Die Integrale von F,, (yı,.2) = 0 treten alsdann unter der Form auf: 
(24) vuf deva va.» [vi rtudz, (b=1... 


worv,= (aa) V.,(2) ist, %,, (2) eine Entwiekelung der Form F& ce, (2—a)' 
7 

hat, worin c, von Null verschieden, die in einem gewissen Kreise mit 

z—=.a als Mittelpunkt und von Null verschiedenem Radius convergirt. Bei 

Ausführung der Integrationen durch Integration der einzelnen Glieder soll 

jedesmal das eonstante Glied in den Entwickelungen (Integrationsconstante) 


annullirt werden. Die Integrale von F,(y,2)=e"F,(e "y,,2)=0 sind: 


(25.) if dus; Bi  Junlıu de, d=1...«,) 


wo 4, =e"v,., also, wenn noch w, = w., (b=1...«,) gesetzt wird, 


Po. . WER; rn—b+1 F 
(26.) U = e"(z-a)" "wu(a), (bel... o,). 
Die Integrale von F,....,(y, 2) = 0 sind alsdann: 


(27.) Yn = tn J dar tun" I ... / us ı Kos de, (b =1... at +0;) 


wo in den Grössen « der Zeiger 





. \ | | ı a . Ykel...d | 
(28.) 0a, +0, + ++o, u Ze hi \ c=1...® 


zu setzen ist, und die Werthe der Grössen « aus (26.) für k=0...ı zu 
nehmen sind. Bei Ausführung der Integrationen soll das constante Glied 
in den Entwiekelungen jedesmal annullirt werden. 


Entsprechend sind die Integrale von Q, (u, 5) =, 


(29.) yi, fd Wie fe ) u, (bei...) 


! ta r —b-+-1 ! Cor ! Lu . | ° N ! I ww 
wo v, = (&--a) v; (FH, W($) eine Entwickelung der Form Fe, (5—a) 


0 


l 


hat, worin ec, von Null verschieden, die in einem gewissen Kreise mit 5= « 





a AL ra 


ar ee er 


a ne a ner 


r Bi ar et 
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als Mittelpunkt und von Null verschiedenem Radius eonvergirt. Wird dann 
‚ EB ’ 
Be u = e) (5 - a) ya, bel...) wu) = w,(E) 


T 


gesetzt, so werden die u von @,,.r, 5) = 0: 
(31.) Yı. Zn u, fasCın) y* ... Kux-ı) 'unds, (b: | ... A, TG) 


wo in Betreff der Zeiger in «' die Bestimmung (28.) gilt, die Werthe der 
Grössen u’ aus (30.) für k=0...4 zu nehmen sind. Die jedesmalige 
Integrationsconstante in den Entwiekelungen soll annullirt werden. 


Man habe nun ein Integral von F, (y,, @) = 0 unter der Form 
(32.) 9 = (2a) jyu(z) +2 (2)log(z—a) + +z%,(x) (log(2—a)) 


aufgestellt, wo (x) eine Entwickelung der Form &y,(2—a)‘ hat. Alsdann 
0 
werden aus (24.) diejenigen Integrale, deren Exponenten sich von r 
nur um ganze Zahlen unterscheiden, unter einer Form wie (32.) ent- 
wickelt. (In Betreff dieser Entwickelung s. Abh. Bd. 83 dieses Journals 
No. 9 II nach (21.)). Vermittelst dieser Integrale kann man das Integral 
y, (32.) nach I dieser Nummer Gl. (7.) ete. ausdrücken. Wenn die Integrale 
(24.) durch y„(b=1...«,) bezeichnet werden, so erhält man 
(3) 9% = KıyatK:ya+-- + K., Yo; ; 

wo diejenigen Constanten K Null sind, bei denen als Factoren Integrale 
Yy, stehen, deren Exponenten sich von r nicht um ganze Zahlen unter- 
scheiden, die übrigen Constanten K rationale Funetionen von C'onstanten in 


den Entwickelungen von y, und y, sind. Dann wird das Integral von 
F, 4.+2,(%5 2) = () 


(34.) tn [ de  Ene Ju + 1 dr, 


in welchem die Integrationsconstanten annullirt werden, gleich 
(39.) K,yı. ra, tr. t@; BEE Yan u RK; Yyı« ra, t..t@; +21 K, Ya ra N 


wo die Constanten K die aus (33.) sind. 
Entsprechend ist es bei @,,.,.,9 5) =. 
Es soll jetzt in ein Integral von F,,,..,.,(; 2) = 0 unter einer Form, wie 


(34), = R(5) gta werden. Dadurch geht das Integral (34.) über in 


| d.ır u 2 
‘ » k 
(36.) uf ds Uyı U de /as Up Mus de ' Sp 4. tar te Ya)z=arcH) g 48. 
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Die Integrationsconstanten sind hier in den Entwickelungen zu annulliren, 
weil die Exponenten r, (b=1...@,+'+-+0;_,, in Betreff der Zeiger Ob gilt 
die Bestimmung (28.)) sich von r in (32.) nicht um ganze Zahlen unter- 
scheiden. Nun geht die Differentialgleichung 

(37) Ren, A dern, :.. RR Wu 8)=etg 
durch Substitution von 2 = R(F$) über in 

38) 9, =, 0, Nu, ... nd 
ui dx beta , 
wo s=(e Yard TE ist. Dieser Differentialgleichung (38.) ge- 
j > 


nügt also als Integral (56.). Derselben Differentialgleichung (38.) genügt 


aber das Integral 


i UT EL Er 2; de\ ht. tar _ 
(39) u fdslu U) Un f dsl) line (Uoat.ra,_,) (e "y,), nl GE) dZ, 


worin die Integrationsconstanten annullirt werden. 

Ks könnten sich demnach die Grössen (36.) und (39.) nur um Inte- 
orale der Differentialgleichung (38.), in welcher s=0 gesetzt ist, unter- 
scheiden. Da nun in beiden Integralen (36.) und (39.) die Integrations- 
eonstanten annullirt werden, so erhält man bei Ausführung der Integrationen 
Ausdrücke von einer Form wie (2.) in No. 1, wo an Stelle von 2—a ein- 
tritt $—a’ und worin die Exponenten sich von r in (32.) nur um ganze 
Zahlen unterscheiden. Weil aber die Exponenten 7, db =1...&,++-+e,_,) 
sich von r in (32.) nieht um ganze Zahlen unterscheiden, so kann durch 
einen Ausdruck der linear mit eonstanten von Null verschiedenen Coef- 
fieienten zusammengesetzt ist aus Integralen der Differentialgleichung (38.), 
worin s—0 ist, welehe die Form (31.) haben, der Unterschied zwischen den 
Grössen (36.) und (39.) nieht dargestellt werden. Dieser Unterschied muss 
demnach Null sein. 

Nun erfüllt 

nn wor ( dx ae 
RR) ge 
die Differentialgleichung 0.95) — 0, und 


wre) ey de \Mt-ter-ı 
Yı)r R{:) 


dE 
die Differentialgleichung Q,, ( (a,,&)=0. Werden die Integrale (29.) durch «,, 


b=1...«,) bezeichnet, so erhält man nach I dieser No. 


\ ten w;.($) ‚ ww - r rl r! i 
40.) e "TGte'y)-ac r.. dE Ey; = Ku + KM, wat + K, Ua, 


e 





© 
Fi 

h 
® 
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Dann wird (39.) gleich (vgl. (32.) bis (39.)) 


(41.) K,Y. +K: Yuora, Lit Fu... 


t r@ a @L va ef 


D 
di 


tt te 
Man erhält also auf diese Weise die Integrale (27.) durch die Integrale 
(31.) linear mit constanten Coeffieienten ausgedrückt. Diese eonstanten 
Coeffieienten werden rationale Funetionen von ÜConstanten. die in den 
Grössen @,, Y. (24.). v,, (29.) und R(£) vorkommen, mit rationalen Zahlen 
als Coeffieienten. 

Die Determinante der Integrale (27.) ist (s. No. 7 IlIb. 


U, 4 . B8 


} (}1 (y2 .. | (ar i 


Ebenso die Determinante der Integrale (51.) 1, 4... Hoa. 
Wenn ein Integralsystem von F,,...,(Y; ® 0 bei x x mit 
einem solchen bei einem Punkte im Endlicehen in Beziehung gesetzt werden 


soll, so hat man nach den Forderungen von No. 1 (Schluss) 2=t# ' in 


F,....,9 2) =0 einzusetzen, wodurch 
Pr EP) F y,t 
wird, alsdann ist auf die Differentialgleichung F y.l 0 eine rationale 


Substitution ersten Grades £= R/S) anzuwenden. in welcher dem Punkte 
t=0 ein Punkt S im Endliehen entsprieht. Ist F,,.,.,(Y9, , dureh ein 
System normaler Differentialausdrücke gegeben, so wird nach Abhandlung 
Bd. 83 No. 9 (12.) (oder diese No. (20.)) F,, y,.t, ebenfalls dureh ein 
System normaler Differentialausdrücke dargestellt. Wird nun vorausgesetzt. 
dass, wenn der charakteristische Index in F, , ,..,(y. = 0 bei t=0 grösser 
als Null ist, der Differentialausdruck F, | y,t) sieh durch ein solches 
System normaler Differentialausdrücke darstellen lasse, welches bei £= 0 
die Beschaffenheit hat, die von dem System (21.) in Bezug auf die Wurzeln 
der Exponentengleichungen angenommen ist, so kommt man auf das Vor- 
hergehende zurück. 

Ueberhaupt soll von dem Differentialausdrucke F y,2) voraus- 
gesetzt werden, dass derselbe bei jedem Punkte, wo der charakteristische 
Index in F,.,.,.(Yy; 2) = U grösser als Null ist, sich durch ein solches System 
normaler Differentialausdrücke darstellen lasse, welches, wenn es in ein System 
wie (21.) übergeführt ist, die dort in Bezug auf die Exponentengleichungen 
gemachte Annahme erfüllt. er Differentialausdruck @,, ,.(y.S) hat dann 

31" 
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dieselbe Eigenschaft. Dieses ist für den Fall, dass die entsprechenden 


Punkte z und & beide im Endlichen liegen, durch die Beziehungen 
zwischen den Systemen (21.) und (22.) gegeben, und auf diesen Fall 
! r SE ! I u un 7 das 
kommen vermittelst der Substitutionen x = De Bar, diejenigen Fälle 
zurück, wo einer der entsprechenden Punkte z und 5 oder beide im Un- 


endlichen liegen. 


3. 

Wenn man nun bei der Differentialgleichung F,(y, 2) =0 in No. ] 
die Punkte z2=a und 2=b so angenommen hat, dass durch b ein Kreis 
velegt ist, innerhalb dessen Peripherie a liegt und ausserhalb dessen Peri- 
pherie alle übrigen singulären Punkte der Differentialgleichung (ausser etwa 
a oder b) liegen, so wird zu dem Zwecke, die linearen Beziehungen eines 
Integralsystems bei «a zu einem bei b aufzusuchen, nach No. 1 auf die 
Differentialgleichung die rationale Substitution ersten Grades (20.) angewandt, 
dureh welche der betrachtete Kreis in der x-Ebene conform auf den Kreis 
in «ler S-Ebene mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und dem Radius 1 so 
abgebildet wird, dass dem Punkte z=a der Punkt <=0 und dem Punkte 
ze =b der Punkt <=1 entspricht. Die Differentialgleiehung F,(y, x) = 0 
geht dureh diese Substitution in @,(y,S) = 0 über, wo 


F.(y, x) = ( =) £ G,,(y, S) 
ist. Die singulären Punkte der Differentialgleichung @,(y, Ss) = liegen 
abgesehen etwa von <= 0 und S=1 ausserhalb der Peripherie des Kreises 
in der S-Ebene mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und dem Radius 1. 

Es sei jetzt bei S—=V0 und S=]1 je ein System linearunabhängiger 
Integrale von G@,(y,S)= 0 entwickelt. Das System bei S=( soll durch das 
System bei S=1 ausgedrückt werden, wenn beide Systeme im Innern des 
(rebietes angenommen werden, welches von dem Kreise mit dem Nullpunkt als 
Mittelpunkt und dem Radius 1 und von einem Kreise mit dem Punkte <=] 
als Mittelpunkt und einem Radius 1 begrenzt wird. 

Zunächst werde der Fall betrachtet, wo in F,(y,s)=0 be z=a 
und 2 — b und daher in G,(y,S)= 0 bei <=V und S=1 der charakteristische 
Index gleich Null :st. 

Das System bei &=0 sei Ya, Yıry +++ Yum, das System bei S=1 
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sei Yıı> Yı2s »+ + Yım- Dann hat man 


(1.) Yr = CuYı Hp + C,.Yım (k: l...m), 


wo C Constanten, die zu ermitteln sind. 
Aus (1.) erhält man dureh Differentiation 


d' yın d’yıı d’yı , | A’ yım 
( 2, r - Ü, — re Ü > = N en ©, — \ ( - | ... m " | 7 
| dE' 1 de ro dE"  ( 


Die Determinante des Gleichungssystems (1.) und (2.) bei einem und «dem- 

selben Werthe % sei D, der Coeffieient von u in derselben sei D.. 
Ss 

Dann erhält man durch Auflösen des Gleichungssystemes: 

Di Div dya | 1 A 


D Yon D dE nn D de (b=1...m). 


( 3.) C — 


Die Wurzeln der Exponentengleichung von @,(y,S)=0 bei <= 1 seien 
\ 4, ) r, “ N, “ . . . gr 


Die Entwiekelung der Determinante D bei <= 1 hat nun die Form (s. No. 2. 
(10), (24.)): 


mm — 1 
Sn ) 
- 7 2 un 
I) (N >e(i—] 


wo ce, von Null verschieden ist. Diese Constante e,= (Ü ist unmittelbar 
aus der Determinante D, in deren Elementen die Logarithmen mit ihren 
Factoren weggelassen sind, zu bestimmen. 
Es soll nun das Verhalten der Grössen auf der rechten Seite der 
Gleichung (3.) bei unendlicher Annäherung von Z an 1 untersucht werden. 
Da, wenn Yr,- - e = iin 
1 


® © ’ 1 „—R ) E} - . 
&—1 


R gesetzt wird, lim —] und 


\C e_ 1ijm I& 1)° RD Yun N (& 1) *D,: dy Ei 02042 (£ 1) ‘D et d' y E 
ir C ch Ü de C dam \ 


| | b=1...m). 


Der (algebraisch) kleinste der reellen Theile der Grössen r,. r;. ».. r„sei o. Die 


(6.) 


Integrale y,, (k=1...m) sind linear mit eonstanten Coefficienten aus solchen 
Integralen zusammengesetzt, die bezüglich zu den Exponenten r, bis vr, ge- 


hören (s. d. Abh. des Herrn Fuchs Bd. 66 dieses Journals p. 155). Da 






r Se Se un 2 ZEparLZ | id 
(7.) limu’!" (loo«)* — lim eo“ 93#0 HolorModu) [Joe Mod u) (1- =o, 
r IRTEL. Tilıkıe e "jogModu / 


„Hl 
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wenn & reell und >60, n reell, «= Mode”, » ganzzahlig — 0 ist, so folgt 


“ 7 " . ı E20 n LA 
aus (1.). dass imy..($—1)'’=0, und aus (2.). dass lim a Yır (E_1)-ette—.(), 
J e Yy / \ = d&'’ 


S sl - 


wo & reell und >> 0 ist. 
Ist aber o ganzzahlig und 0 — e <a, ist der Exponent r,, nz. ... r 
in welchem o als reeller Theil vorkommt, reell und o eine einfache W Fr 


„Ei SRFNIERBR. v0 We a u A yın 75 ta RN FE 
der Exponentengleichung. so ist schon im Zi 5-1) —=(, wo € reell 
und 0 <eE<e, e aus der Reihe, welche die Differenzen zwischen den 


von o verschiedenen reellen 'T'heilen der Grössen r,. rn, ... r,„ einerseits 
und zwischen o andererseits und welche die Zahl 1 enthält, der kleinste 
Werth ist. Dieses folgt daraus, dass in der Entwickelung eines Integrales 
bei s=1, welches zu e gehört, eine Potenzreihe mit dem Anfangsgliede 
S—1)° (mit von Null verschiedenem Coeffieienten) nicht mit (log (S—1))", 
» 1, multiplieirt sein kann, weil o einfache Wurzel der Exponenten- 
eleichung ist. Um dieses nachzuweisen ist Folgendes zu bemerken. 

Ist Y ein von e—-a abhängender Ausdruck von der Entwickelungs- 
form eines regulären Integrales, der zu dem Exponenten r gehört, und 


die nt» — 0) Potenz des log ‘= —a) die höchste von denen, deren Faetoren 
zu r gehören, so ist in dem Ausdrucke / Yaz, wo die Integrationseonstante 


annullirt wird, wenn r von —1 verschieden ist, ebenfalls die »'° Potenz des 
log ‘x --a) die höchste von denen, deren Faetoren zu r+1 gehören, zu 
welchem Exponenten der Gesammtausdruck gehört; ist aber r= —1, so hat 
die (n-+1)t® Potenz diese Eigenschaft. Wendet man dieses auf die Ent- 
wiekelung der Integrale einer Gruppe, in welcher die Exponenten sieh nur 
um „anze Zahlen unterscheiden, unter der Form. (10.) und (11.) No. 2 an. 
wo die Integrationseonstanten annullirt werden, so ergiebt sich in Bezug auf 
die erhaltenen Entwiekelungen Nachstehendes: Gehört ein Integral zu einer 
einfachen Wurzel der Exponentengleichung, so gehört in der Entwiekelung 
desselben nur das von Logarithmen freie Glied zu diesem Exponenten. 
Bei einer s-fachen Wurzel der Exponentengleichung ist unter den s auf- 
einanderfolgenden Entwieckelungen, die zu dieser Wurzel als Exponenten 
eehören, in der ter T=1...s) die (1-1) Potenz des log (2 —a) die höchste 
von denjenigen Potenzen in dieser Entwiekelung, deren Factoren zu diesem 
Exponenten gehören. Wird nun aus Integralen dieser Gruppe linear mit 


eonstanten (von Null verschiedenen) Coefficienten ein Integral zusammen- 
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vesetzt und ist unter den Exponenten, zu denen diese Integrale gehören, 
r derjenige mit dem kleinsten reellen Theile, so muss das zusammengesetzte 
zu dem Exponenten r gehören, der also Wurzel der Exponentengleichung 
ist. und wenn diese eine einfache Wurzel ist, so kann nur das von Loga- 
rithmen freie Glied in dem zusammengesetzten Integrale zu diesem Expo- 
nenten gehören. (Vgl. d. Abh. des Herrn Fuchs Bd. 68 dieses Journals p. 369.) 

In der Entwickelung von (<—1) "D,(a=0...m—1) muss daher jeder 
Ausdruck der Form (E-1 Fe, (£-1)'(log(E—1))", in welchem der reelle 

1 


d’ yuı 


ik multiplieirt, ein Produet geben, 


Theil von n grösser als —o-+a ist, mit 
welches für 5 == 1 verschwindet. 

Ks sind daher in der Entwiekelung von (S—1l) "D,(a=0...m—| 
in 6.) diejenigen Glieder in den Potenzreihen wegzulassen, in denen der 
reelle 'Theil des Exponenten grösser als —o--a ist. Ist aber o ganzzahlig 
und O=_o<Za, ist der Exponent r,, rn, ... r,, in welchem o als reeller 
Theil vorkommt, reell und o einfache Wurzel der Exponentengleichung, 
so sind in den Potenzreihen, die in der Entwiekelune von (S—1)""D,. in 
6.) vorkommen, die Glieder wegzulassen, in denen der reelle "Theil des 
l,xponenten gleich oder grösser als —o-+a Ist. 

Der beibehaltene Theil von ‘s—1l)""D, werde durch F_, bezeichnet. 

Wenn die Integrale Yı. Yr>, »»- 9, bezüglich zu den Exponenten 
is Pay... 7, gehören, wo r, der Exponent mit dem grössten reellen "Theile, 
r„ mit o als reellem Theile (auf welchen Fall man nach No.2 I jeden 
anderen zurückführen kann), so enthält D.,(S—1)"""""*" mur Potenzen von 
<—] mit positiven ganzzahligen Exponenten (inel. 0), also auch F,(£—1, 


. y >= rail r . “ 
so dass lim F.,(S—1)' — (0, wo & reell und 0. Zur Bildung von F,, 
Be 


und C genügt es in diesem Falle in den Potenzreihen der Entwickelung 
von yu(b=1...m) die g+1 Glieder von (£—1)” an gerechnet zu ermitteln, 
wo die ganze Zahl qg so beschaffen ist, dass, wenn der reelle Theil von 
durch Kr, —r,,) bezeichnet wird, g- Rir, —r,) <g-+1. (In Betreff 


N, ge m \ 

dieser Entwickelung vgl. Abh. Bd. 83 dieses Journals No. 9 nach (21.)) 
Nun können Funetionen der Form (<—1) und (log(S—1))" dureh 

Potenzreihen der Form Ne,£' entwickelt werden, die innerhalb des Kreises 


0) 
mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und dem Radius 1 convergiren. Daher 
haben die Funetionen F,, ebenfalls solche Entwickelungen. Aus (6.) geht 
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nun hervor 


8) CO =limife „4 Fe Wu Fun dt yon } 


Ic mr tg er 
wo für 9, seine in dem Kreise mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und 
dem Radius 1 geltende Entwickelung einzusetzen ist. (Vgl. die Abhandlung 
des Herrn Fuchs Bd. 75 dieses Journals p. 211 und 212.) 

Was aber die Entwickelung von y,, angeht, so setzt sich dieses 


Bb=1..:M), 


s 


Integral linear mit eonstanten Coeffieienten zusammen aus Integralen der 
Form (2.) in No. 1, die so beschaffen sind, dass zwischen den Grössen &g.,($) 
einer Gruppe die Relationen bestehen, dass °y, (b=2...!) sieh linear mit 
constanten Üoeffieienten aus den Grössen g, (a=1.../—1) zusammen- 
setzt. Diese Beschaffenheit haben die Integrale, die aus der Form (10.) 
(11.) in No. 2 hervorgehen, wo die Integrationsconstanten annullirt werden, 
wie sich ergiebt, wenn man mittels der Ausdrücke No. 2 (10.) in den Inte- 
gralen den Umgang um z=a macht, die erhaltenen Werthe durch die 
ursprünglichen Integrale ausdrückt und in diese Gleichungen die Ent- 
wickelungen einsetzt. (Vgl. Abh. Bd. 83 No. 9 (25.) ete.). Man bezeichne 
die m linearunabhängigen Integrale dieser Beschaffenheit, vermittelst welcher 





Yy,, dargestellt wird, durch Ya. Ya» - =: Yom- Diese Integrale lassen sich 
durch y,, bis y,. linear mit eonstanten Coefiiecienten ausdrücken, woraus 


. . . ! > )-t - . d' 4 '. 0 
sich ergiebt limy„(s—1) *’=0, lim a (S-1) HH =0, wo e reell und 
ji -1 . v 


S se - 
-0. Aus letzteren Gleichungen und den genannten linearen Relationen 
zwischen den Grössen (5) folgt nun IimFy,()(E-D = 0 und 
£=1 


R d& g en DrarE h P r 
lim — Pir($) (S-1) HH =0, wo e reell und >0 (suceessive für a=1,2...). 


Bu dE' 


Daraus folgt, wenn man in der Entwickelung von y., den Coeffieienten 
irgend einer Potenz des logS durch f($) bezeichnet, limf(s) (s-l) **= 0 
1 


und lim (S-1) !’=(, wo & reell und —>O. 
==] Ss 


Nun werde in Y., die Grösse (log$)" = (log(1+5—1))" nach Potenzen 
von S—1 entwickelt. Es soll ferner eine Grösse o, so angenommen werden, 
- y .. x Ayg—mu B . y in u . 
dass in F,(S—1)"" die reellen Theile der Exponenten von $—-1—.0 sind, so 


. . I, —u+E z u . . 
dass lim A,(&-1)"' —=(), & reell und >0, wo e, von a unabhängig sein soll. 
u 


- 


Wenn die Integrale y, bis y,„ bezüglich zu den Exponenten r, bis r, ge- 


hören, so ist ,=r, zu setzen. In der Entwiekelung von (log(1+:—1))" 
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muss ein Ausdruck der Form (s—1)"F& ce, (S—-1)'=Z, worin n grösser als 


0 


he ER RN 


der reelle Theil von e,—e ist, so beschaffen sein. dass 
d 


multiplieirt. ein Produet giebt. welches für &— 1 verschwindet. 
be) 


Un 


Ifl& 
mit F\, ie 

Daher sind in y,, in (8.) in der Entwickelung von (log(1+5—1))" 
nach Potenzen von S—1 diejenigen Glieder, deren Exponenten grösser als 
der reelle Theil von 0,—o sind, wegzulassen, und der übrige Theil von y, 
d* yo 
d&° 


Es werde nun von den Integralen y„(k=1...m) vorausgesetzt, dass 
die Exponenten der Potenzen von S innerhalb der Entwickelung eines jeden 


ist statt y,, im (a=V...m—1) in (8.) einzusetzen. 


Integrales y, sich nur um ganze Zahlen unterscheiden (auf welchen Fall 
man nach No. 2, I jeden anderen zurückführen kann). Dann tritt an die 
Stelle der Grösse auf der rechten Seite von (8.) ein Ausdruck der Form 


Sr 


"ze, Nun ist lim (5) = e””", wo k eine bestimmte ganze Zahl ist, daher 
0 °— | 


» 


Y 38 n „rk m ® ul 
„= lim Fe PLIIE 


1 v 


Man hat also 
(9.) U, > lim $,, (S). (De 1...) 
=} 


wo (5) eine nach Potenzen von S mil positiven ganzzahligen Exponenten 
fortschreitende Reihe ist, die innerhalb des Kreises mit dem Nullpunkt als 
Mittelpunkt und dem Radius 1 convergirt, die man nach dem Vorhergehenden 


zusammenselzen kann und deren Coefficienten rationale Functionen von ÜCon- 
stanten sind, die in den Entwickelungen von 6 a V...m—l), y,, vor- 


kommen, und der Constanten ni, e =lim(£), wo & in der Entwickelung von y 
&-—1 


vorkommt, mit rationalen Zahlen als Üoefficienten, 

Wenn die Integrale y,(b=1...m) bezüglich zu den Exponenten 
r(b=1...m) gehören, so ist PH) = EB), wo die Coeffieienten 
der Potenzreihe ®,,(S) rationale Functionen von Constanten sind, die in den 
Entwickelungen von yı(b=1...m) und y, vorkommen, und von ni mit 
rationalen Zahlen als Coefficienten. Ueber die zur Darstellung von 8, (£) 
nothwendige Entwickelung von y., in dem Kreise mit dem Nullpunkt als 
Mittelpunkt und dem Radius 1 folgen weitere Untersuchungen in No. 7. 

Die Funetionen F,(a=0...m—1) lassen sich über die Peripherie 
des um den Nullpunkt als Mittelpunkt mit dem Radius 1 geschlagenen 
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Kreises hinaus in einem solehen endlichen Ebenenstreifen, der den Punkt 
<= 1 nieht enthält, einwerthig und stetig fortsetzen. Dasselbe gilt, weil 
auf der Peripherie des genannten Kreises, abgesehen etwa von S=1, kein 
singulärer Punkt der Differentialgleichung @,(y, 5) = 0 liegt, von den oben 
angegebenen Integralen y,, und daher von den Funetionen 5’, (S),. vermöge 
der zwischen letzteren bestehenden linearen Relationen, demnach auch von 
jedem Faetor einer Grösse (log$)” in der Entwickelung von Yu. 

Die Function, welche innerhalb des Kreises mit dem Nullpunkt als 
Mittelpunkt und dem Radius 1 durch die Potenzreihe %,,(5) gegeben ist, hat 
daher die Eigenschaft, dass sie innerhalb des Gebietes einwerthig und stetig 
bleibt, welches begrenzt wird von dem Kreise mit dem Nullpunkt als Mittel- 
punkt, welcher durch den dem Nullpunkt nächsten singulären Punkt a der 
Differentialgleichung @,(y, 5) =. bei dem Moda >1 ist, gelegt ist, und von 
einer beliebigen, sich selbst nicht schneidenden Linie, welche von irgend einem 
Punkte der Peripherie dieses Kreises aus ausserhalb des concentrischen Kreises 
mit dem Radius 1 zu dem Punkte <=1 gezogen ist. 

Es soll jetzt die unendliche Annäherung von %,,(S) an C,,, wenn 
& sich dem Werthe 1 unbegrenzt nähert, weiter erörtert werden. 

Innerhalb des eben genannten Kreises mit dem Nullpunkt als Mittel- 


- 


punkt und dem Radius > 1 werde um den Punkt <=1 als Mittelpunkt ein 
Kreis mit dem Radius o, und zu demselben eoncentrisch ein Kreis mit dem 
Radius 0, geschlagen, so dass 1 >> 0, >> o, ist, und es werden diese beiden 
Peripherien durch die zwischen ihnen liegende Strecke auf der Axe der 
reellen Grössen zwischen +1 und -+w, mit einander verbunden. Dann 
bildet diese Strecke, doppelt gerechnet, mit den beiden Peripherien eine 
einzige geschlossene Linie. Das von dieser Linie umgrenzte Gebiet, die 
Begrenzung einbegriften, sei S. Die Funetion %,(5) ist in S einwerthig 
und stetig. Die unendliche Annäherung von B,,(S) an C,,, wenn 5 gegen 1 
convergirt, findet nun in der Weise statt, dass, wenn man eine beliebig kleine 
reelle Grösse OU vorschreibt, es immer ein solches Gebiet S giebt, in 
welchem der Radius o, constant bleibt, 0, beliebig klein wird, so dass der 
Werth von %,(S) für jeden Punkt S in dem Gebiete S sich von C,, um eine 
Grösse unterscheidet, deren Modul kleiner als Ö ist. 

Um dieses zu zeigen, möge zur Abkürzung eine Function von S, 
für die es jedesmal ein Gebiet S, in welchem o, constant bleibt, o, unendlich 
klein wird, giebt von der Art, dass in demselben der Modul der in S ein- 
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werthigen und stetigen Funetion kleiner bleibt als 0’, wo d’ eine beliebig klein 

gewählte vorgeschriebene reelle Grösse > 0 ist, durch T bezeichnet werden. 

Nun gilt zunächst die Gleichung (3.). Dieselbe wird multiplieirt 
(&-1)-"D 


mit C =1-+7y, wo y die Beschaffenheit von T hat. C,+C,y Ist 


gleich der Grösse auf der rechten Seite von (6.). C,,y hat die Beschaffenheit 
von T, daher hat die Grösse auf der rechten Seite von (6.) die in dem zu 
beweisenden Satze von B,,(5) ausgesagte Eigenschaft. Dasjenige, was auf 
der rechten Seite von (6.) weggelassen wird, um den Ausdruck auf der 
rechten Seite von (8.) zu erhalten, hat die Beschaffenheit von T, ebenso 
was auf der rechten Seite von (8.) weggelassen wird, um den Ausdruck 


5 (lim 1%,,(5) zu erhalten. Daher hat dieser Ausdruck die in dem zu be- 
&—1 
weisenden Satze von B,,(£) behauptete Eigenschaft. &”"lim(&)=1-+y', wo y' 
Ps] 
die Beschaffenheit von T hat: dieselbe Beschaffenheit hat „’E(lima "2, =). 
&=1 
daher muss %,, (5) die zu beweisende Eigenschaft besitzen. 


4. 


Es ist nach (9.) der vorigen Nummer in Bezug auf die Uonstante 
/W 


‚„ ermittelt worden, dass 
[33 C, = limßB,($ 
— 


ist, wo die Function B,,(£) innerhalb des Kreises mit dem Nullpunkt als 
Mittelpunkt und dem Radius 1 durch eine nach Potenzen von 5 mit positiven 
eanzzahligen Exponenten fortschreitende Reihe gegeben ist, und in Betreff 
der Fortsetzung über die Peripherie dieses Kreises und des Verhaltens bei 
unendlicher Annäherung von £ an 1 die in voriger Nummer angegebenen 
Eigenschaften besitzt. Nun ist zu untersuchen erstens, ob die Potenzreihe %, 

noch für <= 1 comvergirt und zweitens, ob alsdann %,, (1.) gleich C,, ist. 


Die zweite Frage ist immer zu bejahen, sobald %,,/5) noch für <=] 


. . 2 .r no . . 
convergirt. Denn wenn die Potenzreihe Fe, für S=1 eonvergirt, so 


) 


eonvergirt dieselbe für alle reellen Werthe Ss, 0 — 5 1, und ist für dieses 


(Gebiet eine endliche und stetige Funetion von &. Damit eine Reihe I 


convergirt. ist bekanntlich nothwendig und hinreichend, dass wenn & eine 
beliebig kleine vorgeschriebene reelle Grösse >> 0 ist, es einen Stellenzeiger 
v+o 


v giebt, so dass Mod FE u,<- e ist, wo e beliebig wachsen kann. Ist jede 


der Grössen «#, In einem für alle #, übereinstimmenden Bereiche von x die 
38” 
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Begrenzung einbegriffen, eine endliche für die Werthe = in diesem Bereiche 
(dem Modul nach unterhalb einer endlichen Grenze A liegende) Function 
von x, soll die Reihe für jeden einzelnen Werth von x convergiren und 
zwar so, dass der Unterschied zwischen Ze (o=1,2,...x) und der 


0 
Grenze dem Modul nach kleiner ist, als eine beliebig kleine fxirte reelle 
Grösse — 0, wenn derselbe Stellenzeiger « überschritten ist bei beliebigen 
Werthen von x in dem betreffenden Bereiche, so ist dazu nothwendig und 
hinreichend, dass, wenn & eine beliebig kleine vorgeschriebene reelle Grösse 


v+ 0 


>> (0 ist, es einen Stellenzeiger » giebt, so dass bei fixirttem » Mod u,< e 


2 
- 

wo o beliebig wachsen kann, während x in jenem Bereiche beliebig bleibt. 
Diese Convergenz nennt man (nach Herrn Weierstrass) Convergenz in gleichem 
Grade. Aus derselben folgt, wenn die Funetionen «, stetig sind, dass die 
heihe eine endliche und stetige Funetion von x ist. Dass die Potenzreihe 


>e,d, wenn sie für <= 1 convergirt, für 0° 


u) 


Convergenz in gleichem Grade erfüllt und dass hieraus die Stetigkeit der 


Ss 1 die Bedingung der 


teihe folgt, hat für den Fall reeller Coeffieienten Abel bewiesen (Recherche 
ZB E  m(m—il) ,, ; Bi n 
sur la serie I+mac+ : 5 ten, Beweis des theoreme IV; vgl. auch 


dort die Anmerkung), Der Fall e, eomplex gleich g,+h,i kommt auf den 


+ . D > . ° 2 “- .. - r 

vorigen zurück, indem die Reihe m IS +iFk,S' zerfällt. (Ueber die 
n 0 0) 

Convergenz in gleichem Grade vgl. die Abh. des Herrn Seidel, baier. Acad. 
1548.) ÜConvergirt also die Potenzreihe (5) noch für S=1, so folgt 
aus dem Vorhergehenden und (1.), dass 

rg f Bi #- 

(2.) Cs uni (Par (S))e-ı- 
x . . ) un: mM re 2 an 
Es bleibt demnach zu untersuchen, ob die Potenzreihe B,,(S) = Fe, noch 


für £= 1 eonvergirt. Man hat 
1 , DL k s(E ) ö 1 "Ir 
I \ En “il m (yı „’0, \ „ine, 
3) 6= mi / gr ds, = 1 I, (ge )eT""d@,, 
u 0 


wenn & = oe” und der Radius oe <T1 genommen wird. (oe) habe zum 


reellen Theile (0, 0,) und zum Üoefficienten von ö ©(0,6,). Nun folgt aus 
4) BJ) =0, (a=1... ©) 


wo iiber die Peripherie des Kreises mit dem Radius o integrirt wird, 


v)r 
(D.) 0" ’ / B;, (0 e'”') ei d Ö, — V, 
0 





SC 
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woraus sich ergiebt 


ırı 
\ [ (u(o, 6,)cosa6d,—ev(o, 6,)sinad,)d6, = (0, 


= 


/ | (u(o, 6,)sina6d,-+v(o, ,)cosad,)d, =. 


Gemäss (3.) ist 


BR; Br 
mg / (u(o, 6,)cosa@,+o(o, 6,) sina6,)d®, 


ı) 


4 


1 


\ 


\ 


Setzt man 


-i/ (u(g,9,) sinad,—v(e, ,)cosad,)dAı\, (a0... x 


8.) dee, (O=V... Zn), 


so erhält man mittels (6.) und (7.) 


N Bon 1 ie ı s a f “ de . . 
\“ u(o, 6,)cosa®, dO, cosad+ / u‘o, 6,)sina®, d6, sina B' 
7 ® N) / \ ( 


« 
} ( 


J 


(9) 0 ER: ' . 
m ' #7 ve (0, 6,)cosa6, d6,cosad + / vo, 4,)sina®, d6, sina®, 
| a=1...) 
und aus (7.) 
. | | Ir ' ‚ 1 277 > N 
10, c= a/0o,4, dd, +i / v(0,6,)d6,‘- 
Ir Ä N i y» | 


Es nimmt demnach, wie bekannt, der reelle T'heil und der Coeffieient von 
i in dem allgemeinen Gliede der Potenzreihe die Form des allgemeinen 
Gliedes in der Darstellung von #(o, #) bezüglich © (o, 6) durch die Fouriersche 
keihe an. Nun hat nach No. 3 die Funetion %,,(S) die Eigenschaft, dass 
sie für die Werthe 5 auf der & 
der S-Ebene als Mittelpunkt mit dem Radius 1, die Peripherie einbegriften, 


anzen Fläche des Kreises um den Nullpunkt 


dem Modul nach unterhalb einer endlichen Grenze liegt und eine stetige 
Funetion von $& ist, die für <=1 den Werth der Constante C,, hat. Wird 
auf der Peripherie der reelle Theil derselben durch «(1,6), der Coeffieient 
von ö durch ® (1, 6) bezeichnet, so sind daher für 69=0...27r die Funetionen 
«(1,6 und o(1,6) dem absoluten Werthe nach kleiner als eine endliche 
Grenze A und stetige Funetionen von ®, a(1,0)=u(1,27), »(1,0)=e(1,2n). 

‘s ergiebt sich ferner, dass, wenn & eine beliebig kleine vorge- 
schriebene reelle Grösse > 0 ist. es immer einen Radius aus dem Null- 
punkte oe, <1 giebt, so dass bei fixirtem o,, wenn @ die Bedingung 


N 


9, eo, <1 erfüllt. für alle Werthe 6, 0 = 0#<_2n der absolute Werth 
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von „(1.6)—x(o,, 6) kleiner als e und ebenso der absolute Werth von 
ve(1,9)—v(0,,#) kleiner als & ist. 

Denn nach No. 3 kann man um jeden auf der Peripherie des Kreises 
C mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und dem Radius 1 gelegenen Punkt 
a, als Mittelpunkt einen Kreis X, mit von Null verschiedenem Radius 
schlagen, so dass für Punkte $ in dem gemeinschaftlichen Gebiete beider 
Kreise, die Punkte auf der Begrenzung mitgerechnet, 


€ 


Mod Bi: (5) — Pas (a.)) < 2 


J 


ist. Man lasse nun von einem Punkt a, aus, um welchen der Kreis A, 
geschlagen ist, einen Punkt die Peripherie von C, ohne seine Richtung 
umzukehren, durchlaufen. Um den hierbei erreichten Durchsehnittspunkt 
der Peripherie von K, und der des Kreises C a, schlage man einen Kreis 
K,, um den hierauf erreichten Durehschnittspunkt von KR, und C a, schlage 
man einen Kreis K, u. s. w. 

Die Summe der Kreisbogen von a, zu a. von a zu a, ete. soll 
kleiner oder gleich .der Peripherie von C sein: wenn der Punkt a, auf 
dem ersten Halbkreise von (C, von a, aus. liegt. so ist der Bogen von a, 
zu 4,,, höchstens gleich einem Halbkreise von C. Es muss nun ein 
System von Kreisen K dieser Art existiren, durch welches der Punkt «a, 
selbst wieder erreicht wird, so dass der letzte Kreis durch a, hindurchgeht. 
Denn entweder man kann jeden vorhergehenden Punkt dureh irgend ein 
solehes Verfahren erreichen oder überschreiten, und dann ergiebt sich mittels 


vr » [ "- . - . € 5 € . 
der Eigenschaften eines Kreises K,, wobei | statt . genommen wird, 


dass auch a, erreicht werden kann, oder es muss ein vorhergehender Punkt 
existiren, der die Eigenschaft hat, dass man ihn, welches derartige Verfahren 
man auch anwendet, nicht erreichen und nicht überschreiten kann. Wäre 
ein solcher Punkt a, vorhanden, so hätte auch jeder folgende Punkt die- 
selbe Eigenschaft; und wird ein Punkt a, erreicht oder überschritten, so 
auch jeder vorhergehende Punkt. Nimmt man nun zwei solche Punkte 
a; und a,, von denen der erstere erreicht oder überschritten werden könnte 
und demnach auch die vorhergehenden, und von denen der zweite nicht 
erreicht oder überschritten werden könnte und demnach auch die folgenden 
nicht, und schiebt in das zwischen ihnen liegende Kreisbogenintervall einen 
neuen Punkt a, ein, so tritt dieser an Stelle eines der Punkte a, oder a, 
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mit der genannten Eigenschaft dieses Punktes; in dieses Intervall schiebt 
man einen weiteren Punkt ein u. s. w., so dass jedes folgende Intervall in 
dem vorhergehenden liegt und dabei die Intervalle unendlich klein werden. 
etwa indem man die Bogen fortwährend halbirt. Auf diese Weise ergiebt 
sich, dass ein Grenzpunkt a, existiren müsste, so dass jeder folgende Punkt 
nicht zu erreichen oder überschreiten wäre, jeder vorhergehende erreicht 
oder überschritten wird. Dann könnte man aber mittels der Eigenschaften 


. r . > . € € . . 
eines Kreises K,, wobei j Statt „ genommen wird, zeigen, dass auch 


a, zu erreichen wäre und auf a, folgende Punkte überschritten werden 
könnten, entgegengesetzt der vorhergehenden aus der Annahme gezogenen 
Folgerung. 

Es sei nun das genannte System der Kreise X, das von K, um a 
als Mittelpunkt ausgeht und zu einem Kreise K durch «a, zurüekführt, auf- 
gestellt. Zu den Punkten a,. a,, etc. seien die hKadien R,, R,, ete. von 
dem Nullpunkte aus gezogen. Innerhalb des Kreises A, werde die Strecke. 
welche auf AR, liegt, innerhalb des Kreises A,, die Strecke auf AR, ete, ve- 
nommen, die kleinste dieser Strecken sei o. Dann kann der „esuchte 
Werth des Radius oO, gleich 1—7 vesetzt werden, wo 6 N 0 ıst. Der 
Kreis mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und dem Radius o, sei C,. Nimmt 
man nun die Stücke der Peripherie von € und ©, zwischen den Radien R, 
und Z,, so liegt das von diesen beiden Bogenstücken und den Radien R, 
und R, eingeschlossene Gebiet ganz in K,, und es ist, weil in diesem Kreise K 
Mod (Bas 5) — Bas (a)) < 5 
R, und AR, Mod(w(1,6)+ie(1,6)—u(o, 6)—ive(9,#)<_e Entsprechend 
wenn man die Werthe # in dem Kreisseetor zwischen R, und R, nimmt. 


ist, für jeden Werth # in dem Kreisseetor zwischen 


wo der Kreis K, in Betracht kommt, u. s.w. Die oben aufgestellte Be- 
hauptung über die absoluten Werthe von «(1,0)— (0,6) und e‘1,W—e o,.# 
ist damit bewiesen. Convergirt nun in (9.) und (10.) o gegen 1, so wird: 


1 “27 2 ee | i 
er =_ / al. 8,)cosad, dd, cosad+ / u(1.6, sin ad,d6, sina®, 


Al) +2 )/ v(1,4)eosa6,d6,cosad+ / ©(1.,)sinad,dd, sina#|. 


{ = 3 
‚a nn 1 ... x 


4 Su: ! 
J u(1,6,)d0,+i / e(1,6,)d6,- 





U 
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Es ist jetzt zu untersuchen, ob die Fourierschen Reihen 


1 
an.) 


(13. 0 


. 


"u(1,9,)d04+& 1 | "url, 0)eosa9, dd,c0sa® 
pr 


+ a(1.6,)sinad,d®, sina@. 
. 1 “2 ır ” 1 “Ir e 

5 eh M)da+ FE )/ vi1,0,)cosad, dd,cosad 
(14.) j = 

+/ e(1,9,)sina6, dO,sina® 


eonvergiren und zwar in hücksicht auf den hier vorliegenden Zweck 
speciell für =. 

Die Funectionen (1,6) und e(1,#) sind also für 0 9 2n dem 
absoluten Werthe nach kleiner als eine endliche Grenze und stetige Func- 
tionen von 6, u(1,0)=u(1,2n), e(1,0)=ev(1,2n). Wenn für eine dieser 
Funetionen das Intervall von 9 0=.#=_ 27 sich in eine endliche Anzahl 
Theile theilen lässt. so dass in jedem einzelnen Theile die Funetion mit 
wachsendem # fortwährend entweder wächst, oder abnimmt, oder constant 
bleibt, so eonvergirt die bezügliche Reihe (13.) oder (14.) für 0 - 4< 2 
und zwar gegen die betreffende Funetion als Grenze nach den bekannten 
Untersuchungen Dirichlets im 4. Bd. dieses Journals p. 157. 


Bewegt sich 0 zwischen den Grenzen ® und #", so dass 
<< <A<HN < 2 


ist, so hat für die Functionen u(1,6) und e(1.#) dieses Intervall von ® die 
Eigenschaft, dass es in eine endliche Anzahl Theile zerfällt, so dass in jedem 
Theile die Function mit wachsendem 6 fortwährend wächst oder abnimmt oder 
constant bleibt. Dieses ergiebt sich daraus, dass nach No. 3 die Funetion 
%,,(5) sieh über den Theil der Peripherie des Kreises € mit dem Nullpunkt 
als Mittelpunkt und dem Radius 1 von 9 bis #' hinaus als einwerthige 
und stetige analytische Funetion fortsetzen lässt. Wird S=n+i{ gesetzt. 
wo n und © reell sind und ein Punkt a=n,+i{, auf der betrachteten 
Strecke der Peripherie von © genommen, so hat die Funetion B,,(5) inner- 
halb eines Kreises mit von Null verschiedenem Radius und a als Mittel- 
punkt eine Entwickelung der Form 


T f ie = .,%e “ \ 
& k, (S— a)‘ => k, (7 _. not \a — Gu))". 


4 
u) 0) 
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Für die Punkte der betrachteten Curve ist "7+Ü°= 1, daraus folgt 
(—7) + (S— Gu)”-F 2 (n — no) + 2% (°— u) = 0, 
demnach wenn mit &, im Vorzeichen übereinstimmt: 


. PR 2n, Bm N, n—n,) % 
(15.) ne - &l1- ( ) . @ Bi “ 


{) Sn 
ebenso, wenn 7 mit n, im Vorzeichen übereinstimmt: 
DE lt—t Pe y2 yı 
16.) n= 10 1— 56 o_6 S) | 
N. N, 
Hieraus ergeben sich die Entwickelungen 
(17.) -6, = Eu B> a, ‚(7— No)"; 


wenn £, von Null verschieden ist, und 


(18) n-m = Zp, (I— 


Ei 


wenn 7, von Null verschieden ist. Ist nun bei dem Punkte a Z, von Null 
verschieden, so ist die Entwickelung (17.) anwendbar, sonst (18.). Wird in 


es 
3 kn —notili—&))' 
0 
die Entwickelung (17.) eingesetzt, so kann man, weil die Potenzreihe unbe- 
dingt convergirt (d. h. die Reihe der Moduln convergirt), nach aufsteigenden 
Potenzen von n—n, ordnen und erhält 
19 \ WW, WE 5 < 
(19., Ps (5) er zn m ) 


wo die Reihe der rechten Seite, wenigstens solange der absolute Werth von 
n—n, kleiner als A ist, wo A eine gewisse von Null verschiedene positive 
Grösse, convergirt und die Gleichung (19.) erfülit. Ist 4,= g,+ih,, g, und 
h, reell, so folgt aus Re 

(20) Pal) = Egılm-m)+iEh (nm) 
Wenn die reellen Constanten g, >09) nicht alle gleich Null sind, so 


>» d T z \a . = . £} P " + . 
liefert au 5 9g,(n—n,)‘ multiplieirt mit (7—n,, wo k Null oder eine ge- 
0) 


wisse negative ganze Zahl ist, ein Product, welches für 7=n, von Null 
verschieden ist, woraus folgt, dass für ein gewisses Intervall von 7, 
nt en<nth, 0<r<h, 


‚ a a ; Be, 3 
wo x bei constantem A unendlich klein werden kann, z 3 g,(n—n,)‘ sein 


Vorzeichen nieht wechselt und nieht verschwindet. Daher muss in diesem 
Journal für Mathematik Bd. LXXXVII. Heft 3. 33 
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I. . » .. 
Intervalle &g,(n—n,)' mit wachsendem n fortwährend entweder wachsen 
() 


oder abnehmen. Hieraus und aus der Stetigkeit von 29. (nm) folgt, 
dass diese Funetion mit wachsendem 7 von n, bis 7,+4 fortwährend ent- 
weder wachsen oder abnehmen muss. Entsprechend ist es für ein Intervall 
von 7, bis 70—4, wo 4 reell und grösser als Null. Sind die Constanten 


“> 


/ ri \ e . v . 4 / \L 3 _ 7 4 
9,(a>0) alle gleich Null, so ist Ig,(n—n,)' eonstant. Entsprechendes 
0 


. %. . . 2 / \a . - . 
eilt für die Reihe IA,(n—n,)‘. Ist bei dem Punkte « = 0, so hat man 


in derselben Weise die Entwickelung (18.) anzuwenden. 

Daraus folgt nun, wenn a=e" ist, dass wenn 6 von 6, bis 9,46, 
wächst, wo 6, eine gewisse reelle Grösse grösser als Null ist, «(1, 6) fort- 
während entweder wächst, oder abnimmt, oder constant bleibt und dass, 
wenn # von 6, bis 4%—6#, abnimmt, (1,6) fortwährend entweder wächst, 
oder abnimmt oder eonstant bleibt. Entsprechend bei © (1, ®). 

Aus diesem Satze ergiebt sich durch Anwendung der oben zwischen 
(10.) und (11.) auseinandergesetzten Schlussweise der zu beweisende Satz. 

Es ist jetzt das Verhalten der Funetionen «(1,6) und (1,6) in der 
Nähe von = 0 und #=2n zu untersuchen. 

Wenn die Exponentengleichung der Differentialgleichung @,(y, 5) = 0 
in No.3 bei S=1 nur reelle Wurzeln besitzt, so kann man bei $=(U und 
d = 2n je ein Gebiet für 8 abgrenzen, V-9<_6, 27 —9—6,, so dass 
in einem solchen Gebiete jede der Functionen u(1,6) und v (1, 0) mit wachsendem 
0 entweder nur wächst, oder nur abnimmt, oder constunt bleibt. 

Man hat, um dieses zu zeigen, den Ausdruck der Function B;s (S) 
für Werthe 5 in der Nähe von S=1 aufzustellen. In dem Ausdrucke (8.) 


. r fr . Pa u F.s s . y 
in No.3 hat die Grösse E (a=0...m—1) die Form 


(S—-1)"A,+(S—1)"Alog(S-1)+ + (5—1)% A,(llog (S—1))", 
wo die Ausdrücke A ganze rationale Funetionen von 5—1 sind, die Ex- 
ponenten « lineare homogene oder nicht homogene Functionen der Expo- 
nenten r, bis r, (4.) in No. 3 mit ganzzahligen Coefficienten. Wenn die 
Integrale Yı, Yı25 +» + %ım bezüglich zu den Exponenten r, bis r, gehören, 


so werden die Exponenten « in gleich —r,+a. Die Grösse, die statt 


ab 

C 
. Ay ,; Si r : r 

Yu. in 2" (a=0...m-—1) No. 3 (8.) einzusetzen ist, stellt sich dar 


de 
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als eine Summe von ganzen rationalen Funetionen von S—1 in endlicher 
Anzahl, jede multiplieirt mit einer homogenen linearen Verbindung, in welcher 
die Coeffieienten constant sind, von den dort genannten Funetionen Ey.($). 
Eine solche Funetion &g,(S5) ist aber mittels der in No. 3 erwähnten 
linearen helationen zwischen diesen Functionen ausdrückbar unter der Form 
5 6, yı. (log &)®s, wo Y,, die Integrale aus No. 3, /?, positive ganze Zahlen 
7 
(inel. 0), e, Constanten, die theilweise Null sein können. Hier sind nun für 
die Integrale y.(a=1...m) ihre Ausdrücke durch y.(a=1...m), und für 
letztere Integrale ihre Entwickelungen bei 5=1 einzusetzen, für 
log (5) = log(1+5—1) 

ist die Entwickelung nach Potenzen von 5S—1 einzusetzen. Alsdann ist der 
auf diese Weise aus (8) in No. 3 hervorgehende Ausdruck noch mit 
ge —(1+5—1)”e"”", welches nach Potenzen von &—1 entwickelt 
wird, zu multiplieiren. 

Daraus ergiebt sich, dass die Entwickelung von B,,($) in der Nähe 
=] die Form annimmt: 


von 5 
21) Bud) = EE-N Yantzulog(S—1) ++, ,(log(E—1))"]. 


wo die Exponenten y, lineare homogene oder nieht homogene Funetionen 

der Exponenten r, bis r,, mit ganzzahligen Coeffieienten sind, die Funetionen 
Y . . V 4 > 1 a - 

7 Entwiekelungen der Form Fe,(S—1)' haben, die Potenzen des log(<—1) 


m 
mit positiven ganzzahligen Exponenten (inel. 0) in endlicher Anzahl vor- 
kommen. Wenn die Integrale y, bis y,. bezüglich zu den Exponenten 
r, bis vr, gehören, so gehen die Exponenten y, aus den Differenzen 
r.—r,(c=1...m), zu welehen ganze Zahlen addirt sind, hervor. 

Setzt man nun in (21.) für 5—1 ein n—1-+:{ und für 7—1 die Ent- 
wickelung (18.), worin „,=1. {,=0, so wird 


en YV. f . Gen “ 4 Pr 
G-I" = (IH = "Fl. 


Es wird eine Reihe der Form 


% 5; w 2 ’ tr Bi 
Sc(-1)’=Fc(n-1+il) = EhT%, 
0 0 0 
t „con 7 g . Co, 
log (£-1) = log(n -1+iT) = glog+ FE h,L", 


0 
wo die positive ganze Zahl g=1 wird. Daher geht (21.) über in 


“o, N, 


MY 'e\ “Yaf, Mi n 
(22.) B;; \S) — GL (wat w.logit + „(log 5) )» 
33" 
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DO . . . L >. 
wo die Funetionen w Entwickelungen der Form 31,{° haben. Durch 
0 
Trennung des Reellen vom Imaginären folgt, da die Exponenten y, der 
Voraussetzung gemäss reell sind: wenn C>>0 ist, 


\ P:: (5) . _ e (Out NZR log C+ .., O,, a (log u) 


(23.) | « z 
\ 4 E (wu. + WW, za (log{ )*) 
und wenn C=—C', U >0 ist, 
sun > ! , [7 n 
24 y B.: (S ‚= Pa <n (Out o.log{ — + 1 On. (log C) ‘) 
(Z .) 


BET (Wut -+@, „(log er, 
wo die Funetionen go, ®, 0’, ® Entwickelungen der Form PTAS haben 
und die Coeffieienten g, reell sind. 
Man betrachte nun die Funetion 


25.) fd) = Flo tonlogc+-+0o ),.(l0gS \"). 
Aus derselben ergiebt sich 


( 26.) df(&) E ja tkı 


IE — 2 u ; (out N -0,108° + .. .— &. (log 4 
d£ a 


wo die Grössen k, ganze Zahlen sind, die Funetionen go Entwickelungen 
der Form &q.£° haben, und bei demselben Werthe a für {= 0 nicht alle ver- 
schwinden, wenn sie nieht eonstant verschwinden, nachdem je zwei der Expo- 


nenten 7,44, in (26.) nieht um ganze Zahlen verschieden gemacht sind. 
df(&) 
Be; 
für {= 0 entweder endlich und von Null verschieden werden, oder unendlich, 


wie ein Ausdruck 


Die kleinste der reellen Grössen y,+ k, in (26.) sei 7. Dann muss [7 


ayt+a,log£+--+a,(logd)', 


» 


wo die a (onstanten. Der Factor 5 wird, solange { endlich und von 
Null verschieden ist, nieht Null oder unendlich. Es muss also eine positive 


- (Cs 


Grösse &, geben, so dass, wenn & die Bedingung 0 <= {5-5 erfüllt, 
d (&) “ . . u . “a . f E r [ 
a eine endliche und stetige Funetion von { ist, die das Vorzeichen 
or 


nieht wechselt und nieht verschwindet, wobei {&, der Null beliebig nahe 


d E . 
kommen kann. oder es muss in eonstant verschwinden. Daher muss 
\ 


fi©) auf dieser Streeke von mit wachsendem { fortwährend entweder 
wachsen oder abnehmen oder eonstant bleiben. Demnach muss die Function 
«(1,60) auf einer Strecke von 6, 0<0"—09=6,, wobei #' unendlich klein 





> 








- 


>17 


kw 
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l 


werden kann, mit wachsendem 6 fortwährend entweder wachsen oder ab- 


nehmen oder constant bleiben. Wegen der Stetigkeit von (1,6) muss 
dieses auch auf der Strecke 0686, stattfinden. Dasselbe eilt und 
wird in derselben Weise bewiesen für die Funetion «(1,@) auf einer Strecke 
von 6, 27 = 0 .6.. 

Ebenso für die Funetion e (1, @). 

Das Resultat ist also dieses: Wenn die Ezxponentengleichung der 
Differentialgleichung G,(y,S) = 0 in No. 5 bei S=1 nur reelle Wurzeln be- 
sitzt, so convergirt die Potenzreihe %.(S) für <=1 und stellt für diesen 
Werth von 5 die Constante Ü,, dar. 

Dasselbe findet auch noch statt, wenn die Exponentengleichung von 
G,.y,5)=0 bei S=1 Wurzeln besitzt, die alle denselben imaginären 'T'heil 
haben und die Integrale y,, bis y,, bezüglich zu den Exponenten r, bis r 
gehören, da alsdann die Exponenten 7, in (21.) durch die Differenzen 
r.—r;, zu denen ganze Zahlen addirt sind, gegeben werden, demnach wieder 
reell sind. 

Was nun den Fall angeht, wo die Exponentengleichung von 
G,y,S)=V bei S=1 irgend welche complexe Wurzeln besitzt, so kann 
man allgemeinere Beispiele aufstellen (s. No. 9), bei welchen die Funetionen 
a(1,6) und v(1,6) nicht die Eigenschaft haben, in der Nähe von #0 
und 6=2n mit wachsendem # fortwährend zu wachsen oder abzunehmen 
oder constant zu bleiben. Wenn sich in solchen Fällen die Convergenz 
der Reihe B,(£) für 5= 1 nicht nachweisen lässt, so kann man zusehen, 
ob die Function B,,(£) sich durch einen anderen analytischen Ausdruck 
darstellen lässt, in welchem der Uebergang zu <=1 gemacht werden kann, 
oder ob für den Fall, dass, wenn die Wurzeln r, bis r,„ der Exponenten- 
gleichung von @, (y, &) = bei S= 1, sowie Uonstanten in den Coethicienten 
der Differentialgleichung reell vorausgesetzt sind, eine analytische Function 
dieser Grössen (B,,($));-, darstellt, und man nun in dieser Funetion den 
Uebergang von reellen Werthen der genannten Grössen zu complexen 
machen kann, wie bei der Differentialgleichung der hypergeometrischen 
Reihe (s. No. 8). Sonst ist das allgemeine Verfahren der No. 5 einzuschlagen. 

D. 

I. In der Differentialgleichung F,(y,x)=0 der No. 3 (Anfang) 

seien jetzt bei den Punkten a und b die charakteristischen Indices beliebig. 
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Um nun in dem durch 5 gelegten Kreise, innerhalb dessen Peripherie «a | 

und ausserhalb derselben alle übrigen singulären Punkte (ausser etwa a | 

und 5) der Differentialgleichung liegen, den Uebergang von einem Integral- | 

systeme bei a zu einem bei b zu vollziehen, kann man in folgender Weise | 

verfahren. | | 
Es werde in dem genannten Kreise ein Punkt @ genommen, von a 

und b verschieden und so gelegen, dass man einen Kreis construiren kann, 

in dem die Punkte a und « eine Lage haben. wie die Punkte a und 5b, | | 

die in No. 1 (vor (3.)) betrachtet sind, und einen Kreis, in dem die Punkte 

b und «, die Lage wie die Punkte «a und 5 in No. 1 haben. Der Punkt 

a ist ein nicht singulärer, und es werde bei demselben ein System linear- | 

unabhängiger Integrale der Differentialgleichung F 


m 


(y,2)=0 entwickelt. 


Dann wird das Integralsystem bei a« in das Gebiet dessen bei « übergeführt | 
und durch letzteres System ausgedrückt. Durch Umkehrung des dadurch 
erhaltenen Gleichungssystemes erhält man das Integralsystem bei « auf | | 
dem umgekehrten Wege in das Gebiet dessen bei a übergeführt und dureh | 
letzteres System ausgedrückt. Dasselbe kann man in Bezug auf die Punkte | 
b und & vornehmen und erhält durch Zusammensetzung beider Resultate | 
das System bei a in das Gebiet dessen bei db übergeführt und durch letzteres 
System ausgedrückt. Weiteres hierüber folgt in No. 6. | 
Es kommt diese Untersuchung demnach auf die Betrachtung des Falles | 


zurück, wo bei dem Punkte a der Differentialgleichung F,,(y, x) =0 der No.» 
der charakteristische Index beliebig ist und wo b kein singulärer Punkt dieser 
Differentialgleichung ist. Bei jedem dieser Punkte sei nun ein System linear- 
unabhängiger Integrale entwickelt und das System bei a soll in dem dort ge- 
nannten Kreise in das Gebiet des bei b entwickelten Systemes übergeführt und 
durch letzteres System ausgedrückt werden. 

Hier wird, wenn nicht 5 schon innerhalb des Bezirkes von a liegt, 
wieder die rationale Substitution ersten Grades (20.) der No. 1 angewandt, | 
wodurch 


u = (Z)° (9: 5) | | 


wird. In der Differentialgleichung G,y,S)=0 ist nun bei 5=0 der 
charakteristische Index derselbe, wie in F,y,2)=0 beiir=a S=1 ist 
nicht singulärer Punkt und alle übrigen singulären Punkte (abgesehen etwa 
von ©=0) liegen ausserhalb der Peripherie des Kreises mit dem Punkte 
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= ( als Mittelpunkt und dem Radius 1. Es wird nun in die Entwiekelung 


6 Integrale von F,(y, 2) = bei e=a die Entwiekelung von @—-a=R(£) —a 
nach Potenzen von S eingesetzt, wenn durch R(5) die Substitution (20.) der 
No. 1 bezeichnet wird, und es werden diese Entwickelungen nach No. 2 
durch ein System linearunabhängiger Integrale von @,(y,S)=0 bei &=0 
Yo DIS Y„ ausgedrückt und umgekehrt diese Integrale durch jene. Die 
Entwickelungen von Yu, bis Y,, gelten nach No. 1 (2.) ete. in einem Be- 
zirke, der über den Kreis mit dem Punkte <=0 als Mittelpunkt und dem 
Radius 1 hinausgeht, also speciell auch in dem Punkte E—1. 

Das System der Integrale von F,(y,2)=0 bei ze=b geht dureh 
die rationale Substitution (20.) der No. 1 in ein System linearunabhängiser 
Integrale von @,(y,S)=0 bei S=1 über. Nun ist bei &=1 als nicht- 
singulärem Punkte ein Integral in der Umgebung dieses Punktes, dieser 
Punkt ein&erechnet, einwerthig und stetig und durch seinen Werth und 
die Werthe seiner m—1 ersten Ableitungen im Punkte <= 1 bestimmt. Es 
senügt daher bei diesem Punkte folgendes specielle System von Integralen 
von @,(y,5)=0 zu nehmen, indem man durch dieses jedes andere System 
und umgekehrt jenes durch letzteres ohne Weiteres ausdrücken kann. Bei 
diesem Punkte werde das System y, bis y,. gewählt, welches folgende 
jedingungen erfüllt und dessen Integrale diesen Bedingungen zufolge linear- 
unabhängig sind, 


dy,, B.. de ae 
Pre ( d& es ( de’ ): Ya; Yen ( der! ): ' v, 


\ 
k: . 
dy,; / d’y,, (0 ' 
a) (di, ER de =. ( dm = 0 
I 


> 


Iyın 
Kö. Hy, &- 


Werden nun die Integrale y,, bis y 


rt dyım ee 0 [ ya \ % 
de’ I &=1 BT da”! JE—1 A 


durch die Integrale y,, bis y,. aus- 


Yı m 


gedrückt, so erhält man 
(2.) Yyr = CaYıt CaYyıt + OnYım (k=1...m), 


wo die © Constanten. Aus (1.) folgt dann 


; Y  d’'y k=1... 
(3.) Ü,; = \ - m ): 24 " )- 


d&b-1 be4..m 


Es ist ferner das Gleichungssystem 


(4.) Yr = (Yır) = -- ut “yon >): Ye” rs 
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umzukehren und zu dem Zwecke die Determinante desselben 


(z+ Yoı a em ee en 


zu untersuchen. Die Determinante 


wi. dy Ay 
(3.) =+yo =; dem-ı 


der linearunabhängigen Integrale y,, bis y,, ist im Punkte {= 1 von Null 
verschieden als Determinante des Gleichungssystemes (4.). Da man bei 
jedem, im Endlichen liegenden nichtsingulären Punkte ein Integralsystem 
von der Beschaffenheit (1.) in S=1 aufstellen kann, so ergiebt sich durch 
dieselben Betrachtungen, dass die Determinante (5.) in jedem, im Endlichen 
liegenden, nichtsingulären Punkte von @,(y, 5$=0 von Null verschieden 


n » Pr 1 . PR o 
ist. Wird der Coeffiecient von ie in @,(y,5)=0 durch P, bezeichnet, 
so ist diese Determinante bekanntlich gleich 


RR 


wo e eine Gonstante. Werden die Integrale y,, bis 9, auf die Form 


(7.) Yı = I. Yon = uf ur’ u.ds, + Yıom = u, f dur" u, Ur BR 1 m u„ds 


vebracht, so ist die Determinante (3.) gleich (No. 7 UIb) 


(5) Malle ne Mi 


Setzt man in den m linearunabhängigen Integralen y, bis y„ der 
Differentialgleichung F,(y, 2) =0 für x irgend eine rationale Substitution 


ersten Grades e= Ri5) und wird y,.(RS) = Y,(S), (k=1...m) gesetzt, so 
entsteht 

’ d' Y.(&) 7 d’ yı dx T" >; 

(9.) dE‘ u d.r“ (2 Fr dr u %L(E) + r- L.-ı ($), 


wo die Funetionen L(s), unabhängig von y,, ganze Bi Funetionen 


dr . : TR . 
von: und seinen Ableitungen nach 5 sind. Daher ist 
. m(mı -1) 


»5 dY, a d’" ” Y„ Ex dr \ bo; dy, Ei d" u 
(10.) +Y, de ' der—! Fee ( de ) +y: de. dem! 


[23 


Es ist ferner 
| dy, u Sea 
11) ZStn og > ke 


wo k eine Constante, daher 
m(m—1) 


] 7 Im—1 A d u —/p,dr 
er ne) ee. 


de ae de 
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Es werden nun die beiden Fälle näher untersucht, erstens, wo in 


F,(y, 2) = 0 bei x = ader charakteristische Index gleich Null ist, und zweitens, 
wo F,(y,x) ein System normaler Differentialausdrücke ist. 
Wenn bei e=a der charakteristische Index in F,(y, 2) =0 gleich 
Null ist und die Wurzeln der Exponentengleichung r, bis r, sind, so ist 
bei &=0 in @,(y,5)=0 der charakteristische Index ebenfalls gleich Null 
und die Wurzeln der Exponentengleichung sind dieselben. Dann ist gemäss 
der Exponentengleichung 
EP = Inte) 
Die singulären Punkte von @,(y, 5)=0 entsprechen der rationalen Substitution 
ersten Grades gemäss denen von F,(y,x)=0, und wenn die im Endlichen 
liegenden singulären Punkte von @,(y,5)=0, welche von $=0 (dieser 
Punkt kahn singulär oder nicht singulär sein) verschieden sind, durch a, 
bis a,_, bezeichnet werden, so ergiebt sich 
(13) ee" = n(&-a))e...(E-a, eo, 
m(m—1) 
g: 2 
lich constant) ist, die für <=0 nicht unendlich wird. Durch Multiplieation 


w Q9=nt++r ‚ U(5) eine rationale Function von (5) (bezüg- 


mit einem constanten Factor erhält man aus (13.) 


14) e(1-E)...(1- I tenn-mn, 
PR 


w—1 

wo die Faetoren, abgesehen von 5%, für $&=(0 den Anfangswerth 1 an- 
nehmen sollen. Die Integrale y,, bis y,,. kann man linear mit constanten 
Coeffiecienten durch Integrale folgender Form ausdrücken. Die Wurzeln 
der Exponentengleichung r, bis r, seien so geordnet, dass diejenigen, die 
sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, auf einander folgen und unter 
letzteren die vorhergehende einen reellen Theil habe, der nicht kleiner, 
als der der folgenden sei. Dann werden die Integrale aufgestellt 


(15.) v, far, Iy, frends, b=1...m), 
arp—b+1 


u - w,($), wo die Grössen , Entwiekelungen der Form Ec,8 
haben, in denen c, gleich 1 gesetzt ist, die Integrationseonstanten annullirt 
werden. Werden die Integrale y, bis %,,. durch die Integrale (15.) 
nach No. 2 I linear mit eonstanten Coeffieienten ausgedrückt, so erhält man 
diese eonstanten Coeffiecienten als rationale Funetionen von Uonstanten, die 
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in den Entwiekelungen vorkommen mit rationalen Zahlen als Coeffieienten: 
demnach auch die von Null verschiedene Determinante derselben Coeffieienten 
als eine solche rationale Function, dieselbe sei 4. Die Entwickelung der 
Determinante der Integrale (15.) hat nach (8.) die Form $% Shs ‚k=1: 


daher die Entwiekelung der Determinante (5.) die Form 45% > Re, u=1. 


Demnach erhält man mittels (14.) 


3 Bin dyın 2 - "Yon Se 20, D & RP Er; ee 02—1 UH)— UKW) 
(16.) = +tyY de dem -1 u: dA: (1 -. (1 4) e : 


Die Grösse 4 kann man auch dadurch bestimmen, dass man die Deter- 
minante links in (16.), in welcher die Logarithmen mit ihren Faetoren 
weggelassen sind, nach Potenzen von & entwickelt. In diesem Ausdrucke 
(16.) hat man nun auf dem Wege in dem Kreise mit dem Nullpunkt als 
Mittelpunkt und dem Radius 1, auf welchem die Integrale y,, bis y,, in 
das Gebiet der Integrale yı, bis yı, übergeführt werden (vgl. No.6 d), & in 
1 überzuführen und erhält dadurch die Determinante des Gleichungssystemes (4.). 
Mod (a,) >1, (a=1...2—1), daher ist jeder Factor (1-5) in dem 
Kreise mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und dem Radius 1 einwerthig. 
U(1) ist endlich. 

Entsprechend ist das Verfahren, wenn die Determinante (11.) durch 
Entwickelung bei 2 =a dargestellt wird. 

Wenn nun zweitens F,(y, x) gleich einem Systeme normaler Diffe- 
rentialausdrücke ist und bei e=a durch ein System von Differentialausdrücken, 
wie (21.) in No. 2 dargestellt ist, so sei ein System linearunabhängiger 
Integrale von F,(y,2)=0 bei e=a dureh die Integrale (27.) oder (34.) 

No. 2 gegeben. Wird die Substitution (20.) der No.1 auf F,(y, x) =) 
angewandt, wodurch die Differentialgleichung @,(y, 5) =0 erhalten wird, 
und @,(y,&) bei <=0 durch das System (22.) in No. 2 dargestellt, so 
werden die Integrale von F,(y,2)=0 bei e=a durch die Integrale von 
G,(y,S)=0 (31.) der No. 2, bei denen in den Entwickelungen der Grössen 
w,,(S) der Anfangscoeffieient gleich 1 gesetzt ist, linear mit constanten 
Coefficienten ausgedrückt und diese Coeffieienten nach No. 2 erhalten als 
rationale Funetionen von Uonstanten, die in den Entwickelungen vorkommen, 
mit rationalen Zahlen als Coeffieienten, ebenso also die von Null verschiedene 
Determinante dieser Coeffieienten, die durch 7 bezeichnet werde. Wird 


1478 (@; — 1) 
"at Tat nn + Tra, 2 
































Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 263 


gleich @,, gesetzt, wo die r,, aus (23.) in No. 2 genommen, so nimmt die 
Entwiekelung der Determinante (5.) bei s=0 nach (8.) die Form 


gr t Ova; e" > h, k, — 1. 


0 
an, wo | 
(17.) V= wg) teaw (HD) + '-+o,w;(i). 


w,(&) aus (30.) in No.2. Nun ist aber 
dw, (&) m dwı(£ dwi(&) « ’ 
(18.) P, Bra u (£) 2 4 .-.. ı(£) 4 v1 Pa S. 


ee ii ie ii 
wo S eine rationale Function. die für &=0 nieht unendlich wird: daher 
erhält man 


i —/Pıa: Quo Dı1 ee + Ola; vf R \ dıf & P> [ & \ey—1 m & rm 
( > => 5 a) > BE. aha Fe „U($) (v0) 
(19) e! '=$ ea ig). 


1 


Ir 


— 


wo a, bis a,_, die im Endlichen liegenden singulären Punkte von @,(y, S)=0 
abgesehen von &=0 sind, die Faectoren 1- = 4 für <=0 den Anfangs 
werth 1 annehmen sollen, U(£) eine rationale Funetion ist. die für &= 0 
nicht unendlich wird. Die Determinante wird also 


| I j E so - 0 ; c 0 
„Ow-t@u1 + "+ @0e, „r g\e S\e ER u | 
20). TR Femeri- (1-5) (1-2) em, 
| a; dy d.—ı 


Wird in diesem Ausdruck auf dem Wege, auf welchem die Integrale y,, 
bis 9, in das Gebiet der Integrale y,, bis y,, fortgesetzt werden, & in Eins 
übergeführt, so erhält man die Determinante des Gleichungssystemes (4.). 
Mod (a,) "1, U(1) ist endlich. 

Entsprechend ist das Verfahren zur Darstellung der Determinante 
(11.) dureh Entwickelung bei x = a. 

Ueber die Darstellung der Integrale von F,(y, =) = 0 in dem Be- 
zirke von z=a und der Grössen (3.) dieser Nummer folgen weitere Unter- 
suchungen in No. . 

ll. Um den Verlauf eines Integrales der Differentialgleichung 
F,(y, 2) = 0 verfolgen zu können (s. folgende Nummer), ist noch zu er- 
mitteln, wie ein Integral bei einem Umgange um einen einzelnen singulären 
Punkt sich verhält. Wenn in einem Gebiete S bei dem singulären Punkte 
z=a, welches a nieht umschliesst, die Entwickelungen eines Svstemes 
linearunabhängiger Integrale, welche in dem Bezirke von 2=a gelten (aus 
den Formeln (2.) in No. 1 sich linear mit eonstanten Coeffieienten zusammen- 
setzen) genommen werden und man in diesen Entwickelungen einen Umgang 
um z=a vornimmt bis in das Gebiet S zurück, so erhält man Dar- 
34* 
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stellungen, von denen jede eine lineare Verbindung der ursprünglichen 
Entwickelungen des Integralsystems ist mit constanten Coefficienten, die zu 
bestimmen sind. Bei 2=x ist 2=t"' in die Formeln einzusetzen und der 
Umgang um £=(0 vorzunehmen. 

Es sei erstens bei e=a der charakteristische Index in F,(y, x) =0 
eleich Null. Dann kann man in den Entwickelungen der Integrale, die 
sich aus Ausdrücken der Form (2.) in No. 1 linear mit constanten Üoeffi- 
cienten zusammensetzen, den Umgang um z=a vollziehen, und das Re- 
sultat nach den Vorschriften von No. 2 I durch die ursprünglichen Ent- 
wiekelungen linear mit constanten Coefficienten ausdrücken, wobei der 
Grenzübergang zu e=a vorkommt. Die gesuchten eonstanten Coeffieienten 
ergeben sich dabei als rationale Functionen von Constanten, die in den 
ursprünglichen Entwickelungen vorkommen und von Grössen e””” und 
2ni, wo die r Exponenten in den Potenzreihen der ursprünglichen Ent- 
wickelungen sind, mit rationalen Zahlen als Coeffieienten. Oder man kann 
die ursprünglichen Entwickelungen zunächst durch die Integrale der ver- 
schiedenen Gruppen unter der Form (10.) (11.) in No. 2 ausdrücken nach 
den dort angegebenen Regeln, und in letzteren Integralen den Umgang um 
x = a vornehmen. Ein solches Integral 


(21.) u, [da ur' Urs. fu de, 


wo die « die Werthe No. 2 (11.) haben, die Integrationseonstanten annullirt 
werden, geht bei dem in positiver Richtung (No. 1 nach (7.)) gemachten 
Umgange in 


(22) K, utR,u, fur wndet+ Ku, [dx u, u, furl dx, 


ry 27 


über, wo K,=e" "ist, K,_ ,e "das eonstante Glied ist in dem Ausdrucke, 
in welchen die Entwiekelung von fu '«,dxz bei diesem Umgange um a 


02 


" das eonstante Glied in dem Ausdrucke, in welchen 


| 1 —| 
faz u; U, fur: U, det 
bei demselben Umgange übergeht, u. s. w., die Exponenten r;, rr_ı, etc. 
aus (11.) in No.2 (s. Abh. Bd. 83 No. 9 (25.)). Die Integrale der Form 
(21.) sind zuletzt wieder durch die ursprünglichen Integrale zu ersetzen, 


übergeht, K, ,e 
die Entwickelung von 


durch Umkehrung des Gleichungssystemes, welclhres letztere Integrale durch 
jene ausdrückte. 
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Ist zweitens F,(y, x) gleich einem Systeme normaler Differential- 
ausdrücke, welches sich durch ein System von der Beschaffenheit des 
Systems (21.) in No. 2 bei e=a darstellen lässt, so kommt man auf den 
eben betrachteten Fall zurück. Sind alsdann die Integrale von F, (y, ©) = 0 
bei e=a unter der Form (27.) (34.) der No. 2 aufgestellt, so hat man 
dort in dem Integral y, den Umgang um z=a vorzunehmen, das Resultat 
unter der Form (33.) daselbst auszudrücken, dann giebt die Formel (35.) 
dort das gesuchte Resultat (s. Abh. Bd. 83 No. 9 (26.)). Die gesuchten 
Coeffiecienten werden auch hier rationale Functionen von Üonstanten, die 
in den Entwiekelungen von y, vorkommen und von Grössen e’”" und 2ni, 
wo r ein Exponent in den Potenzreihen der Entwiekelung von y, ist, mit 
rationalen Zahlen als Coefficienten. 


’ 6. 

Es soll jetzt gezeigt werden, wie bei einer homogenen linearen Diffe- 
rentialgleichung mit rationalen Coefficienten F,(y, 2) = (1.) der No.1 der 
Verlauf eines Integrales verfolgt werden kann. 

Die Differentialgleichung besitze z (2— 0) singuläre Punkte im 
Endlichen, die, wenn >60 ist, @, &, ... a, seien. Ist der Punkt im 
in F,(y,2)=(, der Punkt 
t=(0 in der Differentialgleichung singulär, so sei = x durch a,,, be- 


Unendlichen, also nach Substitution von 2e=t" 


zeichnet. 
Wenn nur ein singulärer Punkt e=a vorhanden ist, so kann man 
denselben dureh die rationale Substitution ersten Grades r—-a-— . Ins 


De 


Unendliche projieiren, dann sind in der transformirten Differentialgleichung 
im Endlichen keine singulären Punkte vorhanden (No. 1 nach (20.)). Ent- 
wickelt man von dieser Differentialgleichung bei dem nichtsingulären 
Punkte $=0 ein System von m linearunabhängigen Integralen, so bleiben 
dieselben allenthalben im Endlichen einwerthig und stetig, demnach auch 
jedes andere Integral, welches durch eine homogene lineare Verbindung 
jener Integrale mit constanten Üoefficienten gegeben ist. Durch die umge- 
kehrte Substitution kommt man auf die ursprüngliche Differentialgleichung 
zurück, deren Integrale also ebenfalls allenthalben einwerthig und, abge- 
sehen von dem singulären Punkte, stetig bleiben. 

Es ist also weiter der Fall zu betrachten, wo wenigstens zwei 
singuläre Punkte vorhanden sind, demnach 2 — 1. 











266 Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


a.) Durch die singulären Punkte sei eine sich selbst nicht schneidende. 
in sich zurücklaufende Linie Z gezogen. Ist = x singulär, so geht die 
Linie durch den Punkt im Unendlichen a,,. Ist 2=x nicht singulär, so 
kann die Linie ganz im Endlichen liegen. Durch diese Linie wird die 
Construetionsebene in zwei Theile T, und T, getheilt; im Innern eines jeden 
solchen 'Theiles bleibt ein Integral einwerthig und stetig, Abh. Bd. 74 No. 1 
Anfang, (siehe Riemann Beiträge zur T’heorie der durch die Gausssche 
Reihe F(«, ß,y, x) darstellbaren Funetionen Ill). Es soll nun bei jedem 
singulären Punkte a,(a=1...z, bez. a=1...2+1) ein System linear- 


unabhängiger Integrale durch Entwickelungen, die in dem Bezirke des 


Punktes gelten (aus Ausdrücken No. 1 (2.) linear mit constanten Uoef- 
fieienten zusammengesetzt sind), gegeben sein. Diese Entwickelungen bei 
den verschiedenen singulären Punkten werden dann in einem der beiden 
Theile der Constructionsebene. etwa T;, fixirt, bei dem einzelnen singu- 
lären Punkte in dem Stücke des Bezirkes (soweit dasselbe in T, liegt), 
welches von Z nach der Seite von T, hin abgeschnitten wird, wenn man 
diese Linie von dem singulären Punkte aus nach beiden Eee bis zur 
Peripherie des Bezirkes verfolgt, nämlich fixirt bei dem Punkte a,(a=1.. 

in Bezug auf den Zweig von log(2—a,) und den von wi ‚wor ein 
beliebiger Exponent sein kann, bei a,., in Bezug auf log(- ) und € Y 
Das Integralsystem bei a, werde durch y{’(b=1...m) bezeichnet. Durch- 
läuft ein Punkt die Linie Z, dieselbe als Begrenzung von T, aufgefasst, 
in positiver Richtung (so dass die Bewegungsrichtung zu der Richtung der 
aus dem Innern von T, nach Aussen hin erstreckten Normalen liegt wie 
die Streeke +? zu +1), so soll der Punkt a,,, auf a, (a=1...x, #4s=s, 
bezüglich a=1...2+1, z+1+s=s) folgen. Wenn man nun das Integral- 
system bei a, ge '(b=1...m) in T,, in welchem Gebiete also die Integrale 
einwerthig bleiben, fortsetzt bis in das Gebiet des Integralsystems bei a, .| 
und dureh letztere Integrale yi*’(b=1...m) linear mit eonstanten Coeffi- 
eienten ausdrückt, so werde die Substitution dieser constanten Coeffieienten. 
die zu dem Zwecke auf das System der Integrale bei a... yC'?(b=1...m) 
anzuwenden ist, durch A,.,(a+l=1...z, bez. a+1=1...2+1) bezeichnet. 
Wird das Integralsystem y{” in dem Gebiete T, fortgesetzt bis a,,, und 
durch das System y," ausgedrückt, so erhält man das Resultat dadurch. 
dass man die beiden Substitutionen A,,, und A,,, zusammensetzt und die 


- 


zusammengesetzte Substitution auf das Integralsystem y'?(b=1...m) an- 
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wendet. Eine solche aus zwei anderen Substitutionen wie A,., und A, 


in dieser Reihenfolge zusammengesetzte Substitution werde durch A,,,Ä, 


(a) 


bezeichnet. Wenn man nun die Integrale y; u 


durch die Integrale y{''” aus- 


drückt, in diesen Ausdrücken die Integrale y{''' durch die Integrale y, 
ersetzt und in dieser Reihenfolge weiter, bis man zuletzt die Integrale yi' ” 
einführt, so erhält man die Integrale y}” in T, zu a,_, hin fortgesetzt und 
dureh y£'"" ausgedrückt. Dieselben Ausdrücke für die Integrale y\” bekommt 
man dadurch, dass auf die Integrale y{' ” die inverse Substitution zu A, 
angewandt wird, dieselbe sei durch A, (a=1...z bez. a= 1...2+1) be- 


zeichnet. Demnach wird die inverse Substitution 


A, _: AA As Ar Asa; 
bezüglich, wenn 2= x singulär, 
A, 7 Mi Aare I Ad 


Wenn man daher alle Substitutionen A bis auf eine kennt, so erhält man 
durch Zusammensetzung der bekannten die inverse der letzten und dureh 
deren Umkehrung die letzte Substitution, und sämmtliche inversen durch 
Zusammensetzung der direeten Substitutionen. Es soll ferner bei jedem 


singulären Punkte a, das Integralsystem 


längs der Begrenzung eines 
von singulären Punkten nur a, enthaltenden Gebietes in positiver Richtung 
um den Punkt herum bis zu dem Ausgangspunkte fortgesetzt werden. Ist 
z=x% singulär, so wird in den Entwiekelungen bei 2 = x längs der Be- 
erenzung des zu e= x gehörenden Bezirkes der Umgang in positiver Richtung 


' gesetzt wird, einem Umgange um t=0 in 


vorgenommen, was, wenn 2 = 
positiver Richtung entspricht. Die Substitution der Coeffieienten, welche bei 
a, auf das System der Integrale y\” (b=1...m) anzuwenden ist, um das Resultat 
des genannten Umganges von y;”’ um a, zu erhalten, werde durch B, be- 
zeichnet. Die inverse Substitution zu B,, die durch B, bezeichnet werde, 
angewandt auf das System y{” liefert das Iesultat des Umganges des 
Systemes y/” in umgekehrter Richtung. 

b.) Zwischen den Constanten der Substitutionen A und B bestehen 
folgende Relationen. Das System der Integrale y;' werde in T, längs der 
Linie Z von a, aus in positiver hichtung fortgesetzt zu a,,,, dort auf der 
Begrenzung eines von singulären Punkten nur a,,, enthaltenden Gebietes in 
positiver Richtung um diesen Punkt herumgeführt, weiter in T, längs Z in posi- 
tiver Richtung zu a,., fortgesetzt, dort in gleicher Weise um a,,, herum- 
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geführt u. s. w. bis dasselbe schliesslich in das ursprüngliche Gebiet zurück- 
geführt wird, so müssen die Integrale die ursprünglichen Werthe wieder 
annehmen. Denn die angegebene Fortsetzung der Integrale y{” kommt 
auf dasselbe hinaus, wie wenn man diese Integrale in dem Gebiete T, längs 
L in der Richtung, die rücksichtlich T, negativ ist, fortsetzt bis zu dem 


- 


Ausgangspunkte zurück. Es muss daher die zusammengesetzte Substitution 


| 100... 2] 

1) 4B.AB;...A,B, DEU 

600... 1! 

sein, in welcher vor A,B, steht A,B,, bezüglich (wenn 2 = x singulär ) 
AyıB,,ı. Nun ist eine der Substitutionen A, etwa A, gleich der inversen der 
zusammengesetzten A, A;3...A,, bezüglich A,A;...A,;.. Es bestehen also 
zwischen den Coefficienten der Substitutionen A,, A,, ... A,, Bı, Bı,... B 
bezüglich A,, As, ... Ayyıs Bi, Ba, ... B,,, m’ Bedingungsgleichungen 
(vgl. Riemann ]. ce. dort ist das Integralsystem von einem der singulären Punkte 
z=( aus in positiver Richtung um diesen Punkt herumgeführt, von dem 
ersten 2= 0 zu dem zweiten singulären Punkte x = & (Substitution (5)), um 
diesen herum, zu dem ersten zurück (inverse Substitution zu (b), (b)"), 
von dem ersten zu dem dritten e=1 (Substitution (c)), um diesen herum, 
zu dem ersten zurück (inverse Substitution zu (ec), (c)"')). Eine Bedingungs- 
gleichung zwischen den genannten Coefficienten erhält man aus (1.), wenn 
die Determinante einer Substitution durch ein vorgesetztes D bezeichnet 
wird, als 


D4 


(2) DA,DB,DA,DB,...DA,DB, = 1. 
Da aber A, gleich A,A;...A, bezüglich A. A,. .A,;., daher A, gleich 
A,...A; A, bezüglich A, gleich A,,....4;A; und DA,DA,=1 ist, so er- 
giebt sich 
(3)  DB,DB,...DB, = 1, 
wo vor DB, steht DB, bezüglich DB,,. Wenn bei jedem singulären 


Punkte a, m linearunabhängige Integrale bestehen, deren Entwickelungen 
die Form 


(2 — a)": yo e- a) (b=1...m), 


r(# ”+1) 
bei z=a,,, die Form Gr y: un. ) haben, wo die Functionen w in 


dem Bezirke des singulären Punktes, ahaehen von diesem Punkte, ein- 
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werthig und stetig sind, so wird 


mi 
Ari = rn) 


DB, = e 
= » b=m a=x#+1 b=m : . e . 
daher muss nach 8.) ei ri” bez. 3° r(”) ganzzahlig sein. Diese Folge- 
a1 u 1 


rung hat Riemann |]. ec . bei der von ihm untersuchten Funetion aus Satz (3.) 
gezogen. Herr Fuchs hat Bd. 66 dieses Journals p. 141 den Satz (3.) auf 
homogene lineare Differentialgleichungen mit einwerthigen Coeffieienten und 
einer endlichen Anzahl singulärer Punkte ausgedehnt (indem er analog dem 
Riemannschen Verfahren von einem der singulären Punkte aus das bei 
diesem entwickelte Integralsystem zu jedem singulären Punkte hin fortsetzt, 
um diesen herumführt und zu dem ersten zurück). Derselbe hat bei jedem 
singulären Punkte a, ein solches Integralsystem genommen, dass 


DB, = ww)... wo) 


wird, wo die » die Wurzeln der von ihm als Fundamentalgleiehung bezeichne- 
ten, zum Punkte a, MANN algebraischen Gleichung sind, so dass, wenn 
2nir() . u . i a ve 
wi) — ® ist, z Fon bez. 2 E r\’ sanzzahlig wird. Bei Diffe- 
a a1 u 1 
rentialgleichungen mit nur regulären Integralen ergiebt sich speciell die 
Summe der Wurzeln sämmtlicher Exponentengleichungen bei z2(2 — 0) 
Punkten im Endlichen, unter denen sich die singulären befinden, und bei 
dem (singulären oder nicht-singulären) Punkte im Unendlichen gleich 


«—1) =. 


rentialausdrücke gleich Null gesetzt, und werden die regulären Ausdrücke 


(Fuchs 1. ce. p. 145, 147). Ist ein System normaler Diffe- 


der einzelnen Bestandtheile gleich Null gesetzt und aus den dadurch er- 

haltenen Differentialgleichungen bei einem singulären Punkte (im Endlichen 

oder Unendlichen) a, der ursprünglichen Differentialgleichung die Exponenten- 

gleichungen genommen, und sind die sämmtlichen Wurzeln derselben 

r(b=1...m). so werden die Wurzeln der Fundamentalgleichung bei diesem 
2nuir(®) 


Punkte w»( — (b=1...m) (Abh. d. Verf. Bd. 83 No. 9 (18.)). 
c.) Die oben genannten Substitutionen A,, B, und ihre inversen 
A,, B,(a=1...z bez. a=1...2+1) seien nun aufgestellt. Dann soll ein 


bei einem Punkte « entwickeltes Integral längs einer vorgezeichneten Linie 

! immer auf einer Seite derselben zu einem Punkte fortgesetzt und durch 

ein bei ? entwickeltes Integralsystem ausgedrückt werden. Ist @ ein nicht- 
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singulärer Punkt, so werde das bei «@ entwickelte Integral längs einer Linie 
/, zunächst zu einem singulären Punkte fortgesetzt und durch das bei 
diesem gegebene Integralsystem ausgedrückt. In dieser Beziehung ist 
Folgendes zu bemerken. Man construire einen Kreis, in dessen Innerem 
sich sämmtliche singulären Punkte bis auf einen befinden, letzterer liege 
ausserhalb der Peripherie im Endlichen oder Unendlichen; das von diesem 
Kreise begrenzte Gebiet, welches den Unendlichkeitspunkt enthält, sei C. 
Nun kann man eine endliche Anzahl Kreisflächen nehmen, so dass innerhalb 
der Begrenzung irgend einer höchstens ein singulärer Punkt im Endlichen 
liegt (ein und derselbe Punkt kann aber in mehreren Kreisen liegen), die 
mit C ein solches System von durch Kreise begrenzten Gebieten bilden, so dass 
irgend ein Punkt der Constructionsebene innerhalb der Begrenzung wenigstens 
eines dieser Gebiete liegt. Dieses kann z. B. auf folgende Weise ge- 
schehen. Man nehme bei je zwei sämmtlicher complexen Ausdrücke, die den 
singulären Punkten im Endlichen entsprechen, den Unterschied der reellen 
Theile und den der Coeffieienten von ö; diejenige dem absoluten Werthe 
nach kleinste dieser Grössen, die grösser als Null ist, habe den absoluten 
Werth d. Dann ziehe man äquidistante Parallelen zu den Coordinatenaxen mit 
dem Abstand 0 < = und bilde ein endliches quadratisches Netz, innerhalb 
welches die Begrenzung von © liegt. Wenn man um jeden der in endlicher 
Anzahl vorhandenen Schnittpunkte dieses Netzes als Mittelpunkt mit dem 
Radius o einen Kreis schlägt, so kann auf einer solchen Kreisfläche höchstens 
ein singulärer Punkt liegen, und liegt derselbe auf der Peripherie, so nehme 
man statt dieses Kreises einen mit demselben Mittelpunkte aber grösserer 
Fläche, so dass auf der Kreisfläche nur ein singulärer Punkt innerhalb 
der Peripherie liegt. Das System dieser Kreise und das Gebiet C ist ein 
System von Gebieten der verlangten Art. Kommt in einem solchen System 
ein Kreis K vor, der keinen singulären Punkt enthält, so schlage man um 
den Mittelpunkt desselben einen Kreis bis zum nächsten singulären Punkte, 
und man kann einen excentrischen Kreis nehmen, welcher diesen singulären 
Punkt und K im Innern enthält, und durch denselben den Kreis K ersetzen. 
Män hat dann ein System S von durch Kreise begrenzten Gebieten in endlicher 
Anzahl, so dass in jedem Gebiete innerhalb der Begrenzung desselben ein 
und nur ein singulärer Punkt liegt (derselbe Punkt kann aber in mehreren 
(ebieten vorkommen), und dass irgend ein Punkt der Constructionsebene in 
wenigstens einem solchen Gebiete innerhalb der Begrenzung desselben liegt. 
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Dann kann man für jeden einzelnen dieser Kreise, wenn das von 
ihm begrenzte Gebiet im Endliehen liegt, die rationale Substitution ersten 
Grades (20.) der No. 1 anwenden, worin a der singuläre Punkt innerhalb 
dieses Kreises, 5 ein beliebiger Punkt der Peripherie ist, indem man diese 
Substitution in das Integralsystem bei a einführt. Man erhält dadureh ein 
Integralsystem, dessen Entwickelung in der S-Ebene in dem Kreise mit 
dem Nullpunkt als Mittelpunkt und dem Radius 1 gilt. Ist bei einem 
nichtsingulären Punkt «@ innerhalb des ersten Kreises ein Integral entwickelt. 
so ist diese Entwickelung bestimmt durch den Werth des Integrales und 
seiner m—1 ersten Ableitungen in dem Punkte «. Diesem Punkte entspricht 
innerhalb des zweiten Kreises ein nichtsingulärer Punkt <= «', bei welchem 
die Entwickelung desselben Integrales aufgestellt wird. Dann hat man 
diese Entwickelung durch das Integralsystem bei <=0 nach No. 5 (4. 
(9.) (wo statt S=1 beliebig 5 mit ModS <= 1 eintritt) darzustellen, wo die 
Determinante des Gleichungssystemes nach den Angaben in No. 5 aufge- 
stellt wird. Für das Gebiet C ist zunächst eine rationale Substitution, die 
in No. 1 (Schluss) angegeben ist, anzuwenden, dann das vorige Verfahren 
innezuhalten. Hat man diese ratianalen Substitutionen ersten Grades für 
die Kreise des Systemes S aufgestellt und die zugehörigen Integralsysteme 
bei den singulären Punkten mittels derselben transformirt, so kann man 
vermittelst dieser transformirten Ausdrücke ein Integral von irgend einem 
nichtsingulären Punkte «& zu einem singulären überführen. 

Statt dieses Verfahrens kann man auch folgendes anwenden. 

Liegt « innerhalb des zu einem singulären Punkte gehörenden Bezirkes. 
so kann man die ursprünglichen Entwickelungen des Integralsystems bei dem 
singulären Punkte anwenden, und das Integral bei « durch die Integrale bei 
diesem singulären Punkte ausdrücken. Auf diesen Fall kann man denjenigen, 
wo o. nicht innerhalb eines solchen Bezirkes liegt, dadurch zurückführen, dass 
man das Integral bei « zunächst zu einem nichtsingulären Punkte a, innerhalb 
des Bezirkes des nächsten singulären Punktes mittels des Verfahrens No. 1 (20.) 
überführt und durch ein Integralsystem bei «, ausdrückt. 

In gleicher Weise kann man umgekehrt, wenn bei « ein System 
linearunabhängiger Integrale entwickelt ist, durch dieses System die Inte- 
grale bei einem singulären Punkte ausdrücken (No. 5 (4.)). Wenn man 
nun das bei dem nichtsingulären Punkte « gegebene Integral längs der 
Linie Z, zu einem singulären Punkte fortgesetzt und durch das bei diesem 
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gegebene Integralsystem ausgedrückt hat, so hat man weiter diesen Aus- 
druck in umgekehrter Riehtung längs /, zu « zurückzuführen und längs der 
Linie Z weiter fortzusetzen. Ist der Ausgangspunkt « singulär, so wird 
das Integral als durch das bei @ gegebene Integralsystem dargestellt vor- 
ausgesetzt. In beiden Fällen kommt man also darauf zurück, von einem 
singulären Punkte aus ein Integral, welches durch das bei diesem Punkte 
gegebene Integralsystem ausgedrückt ist, fortzusetzen. Ist der Endpunkt ?, 
bis zu welchem die Fortsetzung gemacht werden soll, nicht-singulär, so 
ist das bei % entwickelte Integralsystem längs einer Linie 4, zu einem 
singulären Punkte überzuführen, und es ist das bei diesem Punkte gegebene 
Integralsystem durch die Integrale bei 5 auszudrücken. Dann hat man zu 
der Linie /, längs welcher das Integral von « aus fortgesetzt werden soll, 
noch 4, zuzufügen, und die Fortsetzung bis zu dem vorhingenannten singu- 
lären Punkte vorzunehmen, und schliesslich noch von diesem aus längs 2, 
zu . Es bleibt mithin übrig zu zeigen, wie das bei einem singulären 
Punkte gegebene Integralsystem längs einer beliebigen Linie /, auf einer 
und derselben Seite, in das Gebiet des bei irgend einem singulären Punkte 
gegebenen Integralsystemes übergeführt und durch die Integrale letzteren 
Systemes ausgedrückt werden kann. Dazu ist die vorgezeichnete Linie / 
in Theile zu zerlegen und sind die Theillinien durch andere die Endpunkte 
der Theile verbindende Linien zu ersetzen unter Anwendung des Satzes, 
dass ein Integral innerhalb eines von einer geschlossenen sich selbst nicht 
schneidenden Curve begrenzten Gebietes, innerhalb dessen Begrenzung kein 
singulärer Punkt liegt, speciell innerhalb der Gebiete T, und T,, einwerthig 
und stetig bleibt. Man redueirt dadurch den vorgezeichneten Weg auf einen 
solchen längs der Linie Z, der an dem einzelnen singulären Punkte ent- 
weder auf der einen oder auf der anderen Seite von Z vorüberführen und 
seine Richtung wechseln kann. Dieser Weg zerfällt nun in Uebergänge in T, 
von einem singulären Punkte a, zum folgenden a,,, und umgekehrt, die 
dureh die Substitutionen A,., und A,,, vermittelt werden, und in Umgänge 
um die einzelnen singulären Punkte a, in der einen oder in der entgegen- 
resetzten Richtung, die durch die Substitutionen DB, und B, gegeben werden. 
Durch Zusammensetzung von Substitutionen A, A’, B, b’ erhält man also 
die Substitution, die auf die Integrale bei dem singulären Punkte, der End- 
punkt des Weges ist, anzuwenden ist, um das Resultat der Fortsetzung zu 
erhalten. 
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d.) Nun bleibt also übrig zu zeigen, auf welche Weise die Sub- 
stitutionen A, A’, B, B’ ermittelt werden. Was die Substitutionen A und A’ 
angeht, so hat man bei zwei auf einander folgenden im Endlichen liegenden 


Ge 


oO 


singulären Punkten a, und a,., zuzusehen, ob dieselben eine solche La 
haben, dass man einen Kreis construiren kann, auf dessen Fläche von sin- 
sulären Punkten nur a, und a,,,, der eine Punkt auf, der andere innerhalb 
der Peripherie liegen, und innerhalb dessen Peripherie das Stück der Linie 
L zwischen a, und a,,, liegt, oder eine Linie 4, die dieses Stück vertreten 
kann, so dass innerhalb des von beiden Linien begrenzten Gebietes ein Integral 
einwerthig ist. Kann man einen solehen Kreis eonstruiren, so wird weiter 
nach No. 5 I verfahren. Der Uebergang des Integralsystemes von a, zu dem 
bei a,,, längs 4 wird dadureh vermittelt, dass man beide Integralsysteme mit 
einem Integralsysteme bei einem nichtsingulären Punkte « in Beziehung bringt, 
der die in No.5 I angegebene Lage hat. Bei Anwendung des Verfahrens 
von No. 5 I kommen rationale Substitutionen ersten Grades r = R(£) zur 
Anwendung. Dem Stücke A, von 4 von einem singulären zu dem nicht- 
singulären Punkte entspricht eine Linie 4, in der S-Ebene in dem Kreise 
mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und dem Radius 1 von s=0 bis zu 
s=1. Durchläuft ein Punkt irgend eine Linie /, so entspricht dem Ge- 
biete längs / auf der positiven Seitenrichtung zu seiner Riehtung (diese 
Richtung liegt zu letzterer wie + zu +1) das Gebiet längs der Linie 7 
auf der positiven Seitenrichtung zu der Richtung des entsprechenden Punktes, 
der 7 durchläuft; wie sich aus No. 1 (3.) und (6.) ergiebt, wenn in der 
5-Ebene eine unendliche Schaar eoncentrischer Kreise angenommen wird, 
deren Centrum, wenn No. 1 (3.) y=0 ist, $=0, wenn y von Null ver- 
schieden, der Punkt &, welcher x = ® entspricht, ist. Daher entspricht dem 
Gebiete längs der Linie A, auf derjenigen Seite, auf welcher die Bereiche 
liegen, in denen die Integrale gegeben sind und die Fortsetzung vorgenommen 
werden soll, das Gebiet längs einer der beiden Seiten von 4,, längs welcher 
Linie die Fortsetzung in dem Kreise in der 5-Ebene zu machen und wobei 
das eine Integralsystem durch das andere auszudrücken ist. Wenn bei den 
singulären Punkten a, und a,,, der charakteristische Index gleich Null ist, so 
hat man zuzusehen, ob die Untersuchungen in No. 3 und 4 Anwendung finden. 
Haben die beiden auf einander folgenden Punkte a, und a,,, die vorhin an- 
gegebene Lage nicht, so sind zwischen beiden Punkten auf L ein oder 
mehrere nicht-singuläre Punkte in endlicher Anzahl anzunehmen, so dass 
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von diesen Punkten und den Punkten a, und a,,, je zwei auf einander 
folgende eine solche Lage, wie die oben angegebene, haben; geht das Stück 
der Linie L von a, zu a,,, durch den nichtsingulären Punkt im Unendlichen, so 
kann dasselbe durch eine Linie im Endlichen ersetzt werden. Man kommt 
dann auf das vorige Verfahren zurück und erhält durch Zusammensetzung 
mehrerer Substitutionen die verlangte Substitution. Bei der Wahl der Linie 
IL, ist dem Vorstehenden entsprechend auf die Lage von je zwei auf einander 
folgenden singulären Punkten im Endlichen zu achten. Werden nicht-singuläre 
Punkte eingeschoben, so ist zu beachten, dass man, wenn ein solcher innerhalb 
des Bezirkes liegt, der zu einem singulären Punkte gehört, um ein Integral 
von jenem Punkte zu diesem oder umgekehrt fortzusetzen, die ursprünglichen 
Entwickelungen des Integralsystemes bei dem singulären Punkte anwenden kann. 

Wenn einer der beiden auf einander folgenden singulären Punkte im 
Unendlichen liegt a,,,, und wenn die beiden Punkte und ihre Verbin- 
dungslinie in einem Gebiete liegen, welches von einem durch den sin- 
eulären Punkt im Endlichen gehenden Kreis begrenzt wird, innerhalb 
dessen Peripherie die übrigen singulären Punkte liegen, so hat man zu- 
nächst eine der No. 1 (Schluss) angegebenen rationalen Substitutionen ersten 
Grades anzuwenden, dann weiter das vorige Verfahren einzuschlagen. 
Haben die beiden auf einander folgenden Punkte nicht eine solche Lage, so 
sind nichtsinguläre Punkte einzuschieben, so dass einer derselben und a,,, 
jene Lage haben, und man kommt im Uebrigen auf das frühere Verfahren 
zurück. Auf die Lage dieser singulären Punkte ist auch bei der Wahl von 
L zu achten. Was ferner die Substitutionen B, B' angeht, so vgl. hierüber 
No.5 OD. Ist in der Differentialgleichung ein normaler Ausdruck gleich 
Null gesetzt, oder zerfällt die Differentialgleichung, in der ein System nor- 
maler Ausdrücke gleich Null gesetzt ist, in einzelne, in denen normale 
Ausdrücke „leich Null gesetzt sind, so kommt man, was die vorliegenden 
Untersuchungen angeht, auf den Fall zurück, wo ein regulärer Ausdruck 
gleich Null gesetzt ist. Für diesen Fall und den, wo ein System normaler 
Ausdrücke gleich Null gesetzt ist, sind in No. 1 und No. 5 in Verbindung 
mit No. 2, und wenn bei zwei auf einander folgenden singulären Punkten die 
charakteristischen Indices gleich Null sind, in No. 3 und 4 die Mittel speciell 
auseinandergesetzt, die zur Bestimmung der Substitutionen A, A’, B, B 
dienen; in Betreff deren weiterer Untersuchung vgl. Schluss dieser No. 

e.) Ein Integral bleibt in einem von einer geschlossenen Curve 
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begrenzten Gebiete einwerthig und stetig, wenn das Gebiet von singulären 


Punkten nur einen ausserwesentlich singwlären enthält, also einen solchen, 
dass ein System linearunabhängiger Integrale in dem zu diesem Punkte 
gehörenden Bezirke allenthalben einwerthig und stetig bleibt (vgl. Abh. 
3d. 81 p. 3). (Ueber das Vorkommen eines ausserwesentlich singulären 
Punktes s. die vorliegende Abh. No. 7 Il.) Wenn daher auf der Grenze 
des Bezirkes eines singulären Punktes nur ausserwesentlich singuläre Punkte 
liegen, so müssen die Entwickelungen der Grössen in No. 1 (2.), gemäss 
den linearen Relationen zwischen diesen Grössen und der Eigenschaft der 
Integrale weiter gelten als im Bezirke des singulären Punktes, in dem Kreise 
durch den nächsten wesentlich singulären Punkt. Es dürfen daher auf der in 
No. 3, 4und 5 betrachteten Kreisfläche in der S-Ebene mit dem Nullpunkt als 
Mittelpunkt und dem Radius 1 noch ausserwesentlich singuläre Punkte der 


Differentialgleichung @,, (y, 5) = 0 liegen, abgesehen von &=1, über welchen 
Punkt die in den betreffenden Nummern gemachten Voraussetzungen gelten, 


und es bleiben die dort erhaltenen Resultate weiter bestehen. Was die 
Untersuchungen in der vorliegenden No. 6 angeht, so genügt es, jede Sub- 
stitution der Coefficienten aufzustellen, die den Uebergang in T, von einem 
wesentlich singulären Punkte zu dem nächsten wesentlich singulären ver- 
mittelt, ebenso die Substitutionen B bei den wesentlich singulären Punkten 
zu ermitteln. Hierzu dienen dieselben in d.) gemäss den Nrn. 5 bezüglich 
3 und 4 betrachteten Hülfsmittel. Geht man von der Entwiekelung eines 
Integrales bei einem ausserwesentlich singulären Punkte aus, so hat man 
aus derselben den Werth des Integrales und seiner m—1 ersten Ableitungen 
in einem nichtsingulären Punkte zu entnehmen, und die Entwiekelung bei 
diesem Punkte zu bilden und kommt auf das frühere Verfahren zurück. 
Man kann hier voraussetzen, dass wenigstens zwei wesentlich singu- 
läre Punkte vorhanden sind; denn wenn nur ein solcher vorhanden wäre 
z=a, und alle anderen singulären Punkte ausserwesentlich, so könnte 
man den wesentlich singulären Punkt durch die rationale Substitution ersten 
Grades 2 —a = h ins Unendliche projieiren, und es sind in der transformirten 
- 
Differentialgleichung die Integrale im Endlichen allenthalben einwerthig 
und stetig (ebenso wenn eine Differentialgleichung nur ausserwesentlich 
singuläre Punkte enthielte). Führt man in die Entwickelungen der Integrale 
durch Potenzreihen, wenn sie bei &=0 genommen sind, die umgekehrte 
Substitution ein, so erhält man die Darstellung der in der ganzen Ebene 
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einwerthigen und, abgesehen von 2=a, stetigen Integrale der ursprünglichen 
Differentialgleichung. (Vgl. den Anfang dieser No.) Sind zwei wesentlich 
singuläre Punkte vorhanden, so kann man einen 2=a durch die Substitution 


—-0= ins Unendliche projiciren, so dass man eine Differentialgleichung 
mit nur einem wesentlich singulären Punkte im Endlichen erhält, dann sind 
die in dem Bezirke dieses Punktes geltenden Entwickelungen (No. 1 (2.)) 
für die ganze Ebene gültig. 

f.) Nach dem in dieser No. bei c.) und d.) und den vorhergehenden 
(No. 3 (9.), No.51(3.) (11.), II) Gesagten ist die Untersuchung der homo- 
genen linearen Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten darauf 
zurückgeführt, die Darstellungen der Integrale aufzustellen, die in den Be- 
zirken der singulären Punkte gültig sind (aus Ausdrücken No. 1 (2.) sich 
linear mit constanten Coefficienten zusammensetzen), die Determinante dieser 
Integrale und die Constanten in der linearen Verbindung der Integrale, die 
das Resultat des Umganges um den zugehörigen singulären Punkt ausdrückt, 
zu bestimmen. Bei Differentialgleichungen mit nur regulären Integralen, 
oder bei solchen, in denen Systeme normaler Ausdrücke gleich Null gesetzt 
sind, bleibt speciell übrig, die Darstellungen, die in den Bezirken der sin- 
sulären Punkte gelten, vollständig zu geben. In Betreff dieser Fragen 
folgen weitere Untersuchungen in No. 7. 


7. 
Bei der homogenen linearen Differentialgleichung mit rationalen 
Coefficienten 


d”; er. 
au tpı ”+..+p9,9=F,W, 2)=0 


(1.) Berne“ 
besteht in dem zu einem singulären Punkte = «a im Endlichen gehörenden 
Bezirke ein System linearunabhängiger Integrale, welches durch die Aus- 
drücke in den verschiedenen Gruppen (2.) der No. 1, oder durch Functionen, 
die aus diesen Ausdrücken linear mit constanten Coeffieienten zusammen- 
gesetzt sind, gegeben wird. Es soll nun hier die Frage, wie die für diesen 
Bezirk gültige Darstellung der in einem solchen Integrale mit den Potenzen 
von log(z—a) multiplieirten Functionen zu ermitteln ist, behandelt werden. 

I. In die Differentialgleichung (1.) F,„.(y, ©) = werde ein Integral 
der Form 

2) 9 = (e-a))ja (+2 (log -a)+--+7,(@)(log(e-a))'|, 

in welchem die Functionen (2) in dem zu dem singulären Punkte a ge- 
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hörenden Bezirke, abgesehen von a, einwerthig und stetig sind, eingesetzt, 
alsdann werde nach Potenzen von log(z—a) geordnet, so muss der Coef- 
fieient jeder solcher Potenz verschwinden. Daraus ergiebt sich 


(3)  F.(la-a)'x,(e),) = 0, 
(4) F,la-a)y(e),2)=f,, (=g-1,...]), 


wo f,-, ein homogener linearer Ausdruck von folgenden Grössen ist: 
(2—@)’%,;, und seinen Ableitungen bis zur (m—1)ten Ordnung, (2—a) y;., 
und seinen Ableitungen bis zur (m—2)te® Ordnung u. s. w. bis (2—a)y, 
und seinen Ableitungen bis zur (m—(g—b))ter Ordnung (s. die Abh. des 
Herrn Fuchs Bd. 68 dieses Journals No. 1 II). Die Coeffieienten in diesem 
homogenen linearen Ausdruck sind ganze rationale Funetionen der Grössen 
Dir: Pant; a: wo s gleich positiven ganzen Zahlen ist, mit ganz- 
zahligen Coefficienten. und sind bei fixirten Werthen der ganzen Zahlen q 
und b unabhängig von den Werthen der Funetionen (2 —a)’y(x), von denen 
irgend welche einzelne (darunter auch (e—a)'z,), oder auch alle Null sein 
dürfen. Da die Üoefficienten p rational sind, so werden die Coeffieienten 
in dem homogenen Ausdruck f,_, bekannte rationale Funetionen von x mit 
Constanten, die sich aus den Uonstanten in p, (a=1...m—1) und der Con- 
stanten a rational mit rationalen Zahleoefficienten zusammensetzen. 

Wenn man nun irgend eine homogene lineare Differentialgleichung 
mter Ordnung $,(y, x) =0 hat, so erhält man die homogene lineare Difte- 
rentialgleichung, welche die ste? Ableitungen der Integrale von P,(y, 2) = 
und nur diese zu Integralen hat, indem man die Differentialgleichung 
$,(y, 2) =0 successive, und höchstens smal, differentürt, dabei aber vor 
jeder Differentiation durch den Coeffieienten des letzten Grliedes dividirt, 


nt 2. e .2 di e . 
und zwar so oft differentürt, bis das letzte Glied — oder eine höhere 
' 2 . d‘ı 5 u 
Ableitung von s enthält. Wird dann I — y, gesetzt, so enthält die er- 


mittelte Differentialgleichung für y,, die sten Ableitungen der Integrale von 
D,(y,2)=(0 und nur diese zu Integralen (s. die Abh. des Herrn Fuchs 
Bd. 68 dieses Journals p. 383). In dieser Differentialgleiehung wird der 
Coefficient der höchsten Ableitung gleich 1 gesetzt; die höchste Ableitung 
kann auch nullter Ordnung sein, so dass die Differentialgleichuı 

Hat man ferner eine homogene lineare Differentialgleichung %, (y, 2) =0 
mit rationalen Coeffiecienten und dem Coefficienten der höchsten Ableitung 
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gleich 1 und ist R(x) eine rationale Function, so genügt R(z)y=y’ der 
Differentialgleichung A(«) #,[y' (R(z))", 2] = 0 mit rationalen Coeffieienten 
und dem Coeffieienten der höchsten Ableitung gleich 1. 

Wenn man aber zwei homogene lineare Differentialgleichungen 
P,y,2)=0 und #,(y, x) =0 mit rationalen Coefficienten und dem Coef- 
fieienten der höchsten Ableitungen gleich 1 hat, so kann man nach Abh. 
Bd. 83 No. 1 I und II aus diesen die homogene lineare Differentialgleichung 
herleiten, welche diejenigen Integrale beider, die unter einander linearunab- 
hängig sind, zu Integralen hat, und rationale Coeffiecienten enthält; der 
Coeffieient der höchsten Ableitung wird gleich 1 gesetzt. Und zwar erhält 
man diese Differentialgleichung durch Operationen, welche bei der Diffe- 
rentiation gegebener rationaler Funetionen vorkommen. Aus diesem Satze 
folgt, dass wenn der ersten der genannten Differentialgleichungen eine 
Funetion y,, der zweiten eine Function 9, genügt, so genügt der aus 
diesen Ditferentialgleichungen hergeleiteten dritten Differentialgleichung die 
Summe %,+%.. 

Nun werde in (4) b=g-—1 gesetzt; dann soll eine homogene lineare 
Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten und dem Coefficienten der 
höchsten Ableitung gleich 1 für fi hergeleitet werden. In fi, kommen linear 
mit rationalen Coveffiecienten (2—a)’z, und seine Ableitungen bis zur (m—1)ten 
Ordnung vor. Nun genügt (2—a)’z, der Differentialgleichung (3.), aus 
dieser Ditferentialgleichung werden diejenigen für die ste? Ableitungen der 
Integrale (s=1...m—1) hergeleitet. 

Wenn der Ausdruck (2—a)'y, oder eine seiner Ableitungen in fı 
einen rationalen Coeffieienten hat, der nicht identisch Null ist, so wird die 
Differentialgleichung für dieses Produet aufgestellt. Alle diese homogenen 
linearen Differentialgleichungen (nullter oder höherer Ordnung) haben ratio- 
nale Coeffiecienten mit dem Coeffieienten der höchsten Ableitung gleich 1. 
Dann werden diejenigen Integrale der Differentialgleichungen für den ersten 
und zweiten Summanden in f,, welche unter einander linearunabhängig sind, 
in einer Differentialgleichung vereinigt, hierauf die Integrale dieser Diffe- 
rentialgleichung und der Differentialgleichung für den dritten Summanden 
in fi, welche unter einander linearunabhängig sind, u. s. w., wodurch man 
schliesslich eine homogene lineare Differentialgleichung mit rationalen 
Coeffieienten und dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1 erhält, 
weleher f, genügt. 
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Wird in diese Differentialgleichung für f, eingesetzt F,(y, x). so 
erhält man eine homogene lineare Differentialgleichung mit rationalen 
Coeffieienten und dem Coeffiecienten der höchsten Ableitung gleich 1, 
welcher (e—.a)'y,_, genügt. 


Nachdem man die Differentialgleichungen für (e—a)'z, (3.) und für 
(e—a)'x,., Kennt, wird in (4) b=g-—2 eingesetzt und dasselbe Verfahren 
angewandt, um die Differentialgleichung für (e—a)’y,_, zu erhalten, u. s. w. 

Man hat also in Bezug auf homogene lineare Differentialgleichungen 
mit rationalen Coefficienten folgenden allgemeinen Satz: 

A.) Von der homogenen linearen Differentialgleichung (1.) F,(y, 2) =V 
mit rationalen Üoeffieienten werde das Integral genommen 


5) y= @-aVinla)ta(@)log(e-a)+..+7,(@)(log(e- a), 


in welchem die Functionen 7(x) innerhalb des zu dem singulären Punkte 
a gehörenden Bezirkes, abgesehen von e=a, einwerthig und stetig sind. 
q eine beliebig gewählte, aber fixirte positive ganze Zahl 0 ist, 
von den Functionen %(x) irgend welche einzelne, oder auch alle gleich 
Null sein dürfen. Nun werde die Zahl b (b=gq...1) fixirt. Dann besteht 
eine homogene lineare Difterentialgleichung mit rationalen Coeffieienten und 
dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1, welcher der Factor von 
(log(z—-a))'" in y, also die Function (e—a)’z,(2) genügt, und zwar so be- 
schaffen, dass dieser Difterentialgleichung der Factor von (log (2—a))' "in y ge- 
nügt, was auch die Functionen (cz —a)' x in dem Integrale y (5.) für Werthe haben 
mögen. Man erhält diese Differentialgleichung nach der im Vorhergehenden 
auseinandergesetzten Methode aus den Differentialgleichungen (5.) und (4.) her- 
geleitet, ohne dass über die Werthe der Functionen (c—a)' z irgend etwas bekannt 
ist, durch keine anderen Operationen, als solche, welche bei der Differentiation 
gegebener rationaler Functionen vorkommen, wobei nur zu beurtheilen ist, ob 
Grössen, die sich aus den constanten Coefficienten in den rationalen Functionen 
p. (a=1...m) und der Constanten a als ganze rationale Ausdrücke mit ratio- 
nalen Zahlcoefficienten zusammensetzen, verschwinden. 

In einer Gruppe (2.) No. 1 von 4 Integralen bei z=a, in welchen 
sich die Exponenten in den Potenzreihen nur um ganze Zahlen unter- 
scheiden, lassen sich alle Faectoren der Potenzen von log(e—a) durch die 


Grössen (e-a)"y., (a=1...)) linear und homogen mit constanten Üoef- 
ficienten ausdrücken. Hieraus und aus Satz A.) folgt: 


36* 
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B.) In einer Gruppe von A Integralen bei z=a, deren in dem Be- 
zirke von e=a geltende Entwiekelungen durch die Ausdrücke (2.) in No. 1 
dargestellt werden, sei die höchste Potenz des log(z—a), welche mit nicht 
verschwindendem Factor überhaupt vorkommt, die (k—1)*(k 1). Wird nun 
in Satz A.) = k und b=1 gesetzt und die dort angegebene Differential- 
gleichung gebildet, so genügen derselben sämmtliche Factoren der (nullten 
oder höheren) Potenzen des log(z—a) in dieser Gruppe. 

Hieraus folgt: 

a.) Setzt man in Satz A.) g=m und b=]1, oder nimmt man von 
den verschiedenen Zahlen k in Satz B.), die den verschiedenen Gruppen 
bei e=a angehören, die grösste und setzt dieser q in Satz A.) gleich und 
b=1 und bildet die in A.) angegebene Differentialgleichung, so genügen 
derselben sämmtliche Factoren der Potenzen von log(z—a), die in der nach 
No. 1 (2.) ete. gebildeten Entwickelung irgend eines Integrales bei = a 
vorkommen. 

Es gilt weiter der Satz: 

b.) Die Zahl k in Satz B.) wird, wenn in F,(y,2)=0 bei c=a 
der: charakteristische Index gleich Null ist, oder wenn F,(y,x) gleich 
einem solchen Systeme normaler Ausdrücke ist, welches sich bei e=a 
durch ein System wie (21.) in No. 2 darstelien lässt, durch das Verfahren 
Abh. Bd. 83 No. 9 (21.) bestimmt. 

Wenn in der Differentialgleichung F,(,z)=0 bei e=a der 
charakteristische Index gleich Null ist, so dass F,=0 bei e=a mur re- 
suläre Integrale hat, so haben auch die Differentialgleichungen für die 
Ableitungen von y bei z=a nur reguläre Integrale, und diese Integrale 
bleiben, wenn sie mit rationalen Funetionen multiplieirt werden, bei = «a 
regulär. Ebenso, wenn die linearunabhängigen Integrale zweier solcher 
Differentialgleichungen in einer Differentialgleichung vereinigt werden, ver- 
halten sich die Integrale dieser bei z=a regulär. Daher muss auch in 
der Differentialgleichung für fi bei e=a der charakteristische Index gleich 
Null sein. Da dasselbe in F,(y, x) = 0 stattfindet, und (Abh. Bd. 76 No. 3) 
die Summe beider charakteristischer Indices gleich ist dem in der Diffe- 
rentialgleichung des Satzes A.) für (e—a)’x,_,, so muss der der letzteren bei 
e = a ebenfalls gleich Null sein. Indem man diese Betrachtungen fortsetzt, 
ergiebt sich dasselbe für alle in Satz A.) genannten Differentialgleichungen. 
Man hat also den Satz: 
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C.) Ist in der Differentialgleichung F,(y.@)=0 bei z=a der 
charakteristische Index gleich Null, so ist auch in den Differentialgleichungen, 
über die Satz A.) handelt, für b=g-1l,...1 der charakteristische Index bei 


z=a gleich Null. 

Hat die Differentialgleichung F,(y, x) =0 nur reguläre Integrale, 
so haben auch die Differentialgleichungen für die Ableitungen von y nur 
reguläre Integrale; bei e=x ergiebt sich dies durch Differentiation der 
Entwiekelungen von y, die von z abhängen. Durch dieselben Betrachtungen 
wie vorhin (vgl. Abh. Bd. 83 No. 3 II p. 100) ergiebt sich dann: 

ce.) Hat die Differentialgleichung F,(y, 2) =0 nur reguläre Inte- 
grale, so haben auch die Differentialgleichungen des Satzes A.) nur reguläre 
Integrale. 

d.) Ist F,(y, x) gleich einem Systeme »ormaler Differentialausdrücke, 
so auch jeder Differentialausdruck, der in den Differentialgleichungen des 
Satzes A.) gleich Null gesetzt ist. Dieses ergiebt sich mit Hülfe der 
Sätze Abh. Bd. 83 No. 7 Ille und IVa. Dabei ist nur noch zu zeigen, 
dass, wenn ein System normaler Ausdrücke gleich Null gesetzt ist, die 
Differentialgleichung für die ste” Ableitungen der Integrale auch wieder ein 
System normaler Ausdrücke gleich Null gesetzt enthält. Es genügt, dies 
für die erste Ableitung y.., zu zeigen. Ist F„(y, x) ein normaler Differential- 
ausdruck mit dem determinirenden Factor 42 und ist die Differentialgleichung 
für die erste Ableitung der Integrale von F,=0 P,(y, x) = 0, (nm), so 
kann 2,(2"y,x)=0 nur reguläre Integrale enthalten, demnach ist 
P,(y, x) ein normaler Ausdruck mit dem determinirenden Factor 2. Man 
habe ferner die Differentialgleichung f, y,2)=y, F,._.(y,xz)=0, in 


welcher f, ein normaler Ausdruck, F,„_, ein System solcher ist. Ist in 
dy 
dx 
druck f, zu setzen. Ist in f, der Coeffieient von y von Null verschieden 


gleich «, so wird 
d 1 d y dy 


f,, der Coefficient von y gleich Null, so ist —- gleich y., in dem Aus- 


& dx I, 2) = Yy(ya, 2) = « de «’ dz — Yıy 
gesetzt, und es bleibt übrig, aus der Differentialgleichung — F,_, (@2, x) =, 
n | 


in welcher wiederum ein System normaler Ausdrücke gleich Null gesetzt ist, 


u ’ s lz ) 
die Differentialgleichung für r- = 2,1, herzuleiten. Ist dieselbe y(3,,2)=0, 


so wird die gesuchte % (yıy, 2) = u, ay(-,z)= 0. 
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D.) Wenn in der Differentialgleichung (1.) die Coeffieienten p in 
einem um den Punkt = aa als Mittelpunkt geschlagenen Kreise abgesehen 
von z=a beliebige einwerthige und stetige Functionen von x sind, so bleiben 
die Betrachtungen, die zu Satz A.) geführt haben, unverändert, demnach auch 
dieser Satz, so wie die Sätze B.) und C.), wobei die Coefficienten der Diffe- 
rentialgleichungen sich rational mit rationalen Zahlcoefficienten aus den Coef- 
ficienten p von (1.) und ihren Ableitungen und der Grösse (c—a)‘, wo s ganz- 
zahlig, zusammensetzen. Nur kann die Herstellung dieser Differentialglei- 
chungen auf Schwierigkeiten führen, die bei rationalen p in (1.) all- 
gemein genommen nicht vorkommen, die darin bestehen, zu beurtheilen. 
ob eine ganze rationale Function der vorhin genannten Grössen identisch 
verschwindet. 

I. Es sei nun in der Differentialgleichung (1.) F,(y, 2)=0 mit 
rationalen Coefficienten bei dem singulären Punkte e=a im Endlichen der 
charakteristische Index gleich Null. Dann soll die Gruppe der linearunab- 
hängigen Integrale der Form (2.), in denen die Exponenten in den Potenz- 
reihen sich von dem gegebenen Exponenten r nur um ganze Zahlen unter- 
scheiden, vollständig aufgestellt, also es sollen die Factoren der Potenzen des 
log (2—a) dargestellt werden. Zu dem Zwecke hat man nach den Sätzen A.) und 
B.) in I eine homogene lineare Differentialgleichung mit rationalen Coefficien- 
ten und dem Üoeffieienten der höchsten Ableitung gleich 1 zu bilden, die diese 
Factoren als partieuläre Integrale enthält und die (Satz C.)) bei e=a den 
charakteristischen Index gleich Null hat. Werden dann aus dieser Diffe- 
rentialgleichung alle linearunabhängigen Integrale genommen, die eine Ent- 
wickelung der Form (w-a)* Fe, (e—a)‘ haben, wo r Exponent in der 


untersuchten Gruppe, c ganzzahlig ist, so muss sich durch diese linear und 
homogen mit constanten Üoeffiecienten jeder Factor einer Potenz des log (x—a) 
in dieser Gruppe darstellen lassen. 

a.) Daher ist zunächst zu zeigen, wie bei einer homogenen linearen 
Differentialgleichung mit rationalen Coeffieienten und dem Coeffiecienten der 
höchsten Ableitung gleich 1 bei dem singulären Punkte 2 = «a im Endlichen, 
bei dem der charakteristische Index gleich Null ist, alle linearunabhängigen 


s nr) L 
Integrale, deren Entwickelungen die Form (c—-a) "3 c,(2-—a)' haben, wo r 
0 


ein und derselbe gegebene Exponent und c ganzzahlig ist, aufgestellt werden. 
Die Anzahl dieser linearunabhängigen Integrale sei ss Aus den 
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ursprünglichen lassen sich immer s solche bilden, in denen die Exponenten, 
zu denen sie gehören, von einander verschieden sind. Denn nimmt man 
ein Integral heraus, in welchem der reelle Theil dieses Exponenten am 
kleinsten ist, so kann man, wenn noch andere mit demselben Exponenten 
vorhanden sind, jedes von diesen linear mit constanten Coeffieienten mit 
dem ersten verbinden, und es dabei einrichten, dass der Exponent, zu 
welchem die Verbindung gehört, einen grösseren reellen Theil hat, als der 
in dem ersten Exponenten. Alsdann sind diese Verbindungen in das System 
der linearunabhängigen Integrale einzuführen, und ist auf die übrigen Inte- 
grale dasselbe Verfahren anzuwenden. Dann kann man, wenn die linear- 
unabhängigen Entwickelungen zu den Exponenten 


r, r-+kı, r+k,+thks. 2 D D r+k,t::+K 


gehören, wo die A positive von Null verschiedene ganze Zahlen sind. in der 
Entwickelung des Integrales, welches zu dem Exponenten 
r+k++kh, (d=0...s—1l ku=0) 

gehört, die Potenzen mit den Exponenten r+A,+++--A,,, bs r+ky++ ++ k, 
als ausfallend voraussetzen, und den Anfangscoefficienten in jeder Entwicke- 
lung gleich Eins annehmen. Es kann nur ein System von einander linear- 
unabhängiger Integrale mit den angegebenen Eigenschaften geben. Das- 
selbe gilt, wenn in der Differentialgleichung bei x = «a der charakteristische 
Index beliebig gleich % kleiner als die Ordnung der Differentialglei- 
chung wäre. 

Es werde nun die Differentialgleichung (1.) von Meter Ordnung 
F„(y, 2) =0 genommen und es soll zunächst bei x = a der charakteristische 
Index beliebig gleich A < M sein. Wenn dieser Ditferentialgleichung eine 
Entwickelung 


) - 2 
(za E ke —a)' 
() 


genügen soll, in welcher A, von Null verschieden ist, so muss o Wurzel 
der Exponentengleichung sein, und es sei daher eine Gruppe von Wurzeln 
derselben, die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, rı, 73, ... 7. In 
diesen soll der reelle Theil der vorhergehenden nicht kleiner als der der 
folgenden sein. Setzt man nun in F,(y, 2) = 0 für y ein (e—a)”u, so kann 
man die Differentialgleichung für a auf folgende Form (vgl. Abh. Bd. 74 
No. 8) bringen. Die Ordnung, in der die rationale Function p, der Üoef- 
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ficient von u. für = a unendlich wird, sei z,, wo , gleich Null ge- 
setzt ist, wenn p, für = a nicht unendlich wird, und die grösste der Zahlen 
r,+M—a (a=0...M) sei g. In der Differentialgleichung für « ist der 
charakteristische Index bei 2 =a derselbe gleich A und, wenn die Ordnung, 


a . M—a .. ° °. 
in der der Coefficient von - rw für 2=a unendlich wird, durch rn, be- 
zeichnet wird, so ist die grösste der Zahlen + M—a (a=0...M) ebenfalls 
. n > M—a ° . . 
gleich g. Der Coefficient von —.. sel P,., P,=1. so ist P, eine be- 
o dx” a 


kannte rationale Function und wird 
(6.) P,a-a)"#=0Q,(2)=0(,(a+(z-a)Q, (2) (a=0...M) 
gesetzt, ebenfalls Q,(x) eine solche: in dieser seien die gemeinschaftlichen 
Faetoren von Zähler und Nenner weggehoben. Q,(a) ist gleich Null, weil 
r,. Wurzel der Exponentengleichung. Es werde dann diejenige ganze ra- 
tionale Funetion von niedrigstem Grade gebildet, welche als Faetoren die 
Nenner von Q,(z) (a=0...M) enthält, dieselbe sei N(z), so muss N(a) 
von Null verschieden sein. Die ganze rationale Function Q;(z)N(z) sei 
durch R,(z) bezeichnet. Dann wird die Differentialgleichung für « auf 
die Form gebracht: 
0. (a) (2a) Ne) Ic 
+ Q,;1 (a) (2-a)""""N(@) 


d) N dt 
= — (e-a)"R, (€) TR 


du a du 


— (2-a)""R (a) na (ea) R, (a) rn — Rula) u. 


dY-' —1 u 


WR 
der + ii + O 4-ı (a) N (X) — 


Es sei 
N(@)=29.(0-a)' 
so dass g, und g, von Null verschieden sind und der höchste Grad in den 
sanzen rationalen Funetionen R,(z) bis R,(x) sei .. Soll nun die Ent- 
wickelung 
N \ 
nr 3 c,(2—-a)", 
0 
worin c, und weitere Coefficienten auch gleich Null sein dürfen, die Diffe- 


rentialgleichung (7.) erfüllen, so muss zwischen den Üoefficienten ce, 
folgende Relation gelten: 








n 
ET 


uf 


Hu 


u. 
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f C;190 0, (a) (k+1)k...(A+1—M-+Hh-+1) 
+0,.1(a)ık+1)%k...(k+1—M-+h+2)+ +0, ,(a)(k-+1)| 
+69 0,(a a) k(k— Er,, .(k-M+h+]1) 


+0,.1(a) k(k—1)...(k-M+h+2)+ +0 ,_,(a) ki 
+ 619%) Q,(a)(k—1)(k—2) ...(k-1—M+h+1)+0, ER L)\(k—2)... 
(k-1—M+h+2) + -+0Q(,_,(a)(k—1) 


+6, ‚9.0, a) k—n-+ 1) k—n-+2).. kn +1—-M+h+1)+0,.,,(a)k—n+-] 
(kont? 2)...(k-n+1- M-h+2) Fr +Q u ,(a)l(k—n-+1)) 

= a'—R,( a)kı k—1)...(k-M+1) 
—R, (a) k(k—1)...(k—-M-+2) — -  — R,(a): 





} 
en +0), (-D (2)... (1-1) 
-(, “en, ) (k—1)(k—2)...(k—1-M+2)—.-- -( — \ 
+2 | (Fe) (R-2)(6-3)...(6-2-M+1) 
(I) ed.  -()) 
+ ei IH) 6-12...) 
| -(E)_ DD...) (Te) }- 


Diese durch Gleichstellung der Üoeffieienten von (2—a)' in (7.) erhaltene 
Relation muss für alle ganzen Zahlen k — 0 gelten, die Coefficienten e mit 
negativem Zeiger in (8.) sind gleich Null zu setzen. 

Die Wurzeln der Exponentengleichung bei z=a seien o, bis o,_,. 
Dann giebt der Coefficient von e,,, in (8.) gleich Null gesetzt eine Gleichung 
in 4, die zu Wurzeln hat: 

0—1r,—1l, 9—-nrn—1l ... Oct. 
Nun seien die unter einander verschiedenen Wurzeln, die sich von r, um 
ganze Zahlen — 0 unterscheiden, in einer Anzahl L: 
I) rn ns, rtsts, -:.: nn tstset +85, 

wo die s von Null verschiedene positive ganze Zahlen sind. Der Coef- 
ficient von c,,, in (8.) verschwindet, wenn % alle positiven ganzen Zahlen 
von k=0 an durchläuft, nur wenn die Anzahl der Grössen (9.) > 1 ist, für 
(10.) k+1=s, sts, -... sıt92+°-- -s.. 
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Lässt man die Coeffieienten 


(11.) ae, erg 


1, 78:4 ‘x 
zunächst unbestimmt, so erhält man aus (8.): 
=. @=1....—1) 
= ob.,r6b52% (a=sıtl,..ı+8%—1) 
(12.) s 
e= Gb, | ce He, Di in a +46, a b‘* ” ua 
| a=s-+'-- Hs, ı+1,...4+.-+8s,—1), 


wo die 5 bekannte Grössen sind. Alsdann weiter aus ($8.) 


\ e, - c,b ' in + ©. bh) u == ... + C “- hr) .. 
(A zu s,+ u rs, L-], ... RO F; 


wo die 5 bekannt sind. 


Wenn man nun in (8.) 


k+l=s, sı+5, ... sıtS4+- +8, 
setzt, alsdann in diese Gleiehungen für die e, ihre Ausdrücke aus (12.), 
so erhält man 2 homogene lineare Gleichungen zwischen den unbestimmt 


velassenen Üoefficienten ©, €, , Cuts, Pass diese Gleichungen 


1 r 1 


durch Werthe der e, die nicht alle gleich Null sind, erfüllt werden, ist 


nothwendig und hinreichend für das Bestehen der die Differentialgleiehung 


formell erfüllenden Entwiekelung (z- a) "3 c,(2—a)‘, in welcher der Zeiger 
i 0 
des von Null verschiedenen Anfangscoeffieienten kleiner als s+s:+ +5 


B4 


ist. Diese Gleichungen haben die Form: 


ni ed 
\ C,0 ıt C, 1409) — () 
| 14.) C,&zı- C, yo C, ' „, 33 BR () 
Ip » I > . 
Cd.aıt C, a Was 5; C, 87.7 34 ‚x Fr V, 


wo die Grössen « bekannt sind. 

Ist die Determinante dieses Gleichungssystemes von Null verschieden, 
so kann das System nur erfüllt werden, wenn alle e gleich Null werden. Ist 
die Determinante gleich Null, so giebt es von Null verschiedene Werthe der e, 
die das System erfüllen. Um den allgemeinsten Ausdruck der Wurzeln e 
zu erhalten, kann man in folgender Weise verfahren. Nachdem die Glieder 
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dt 


in den Gleichungen, in denen der Coefficient «= 0 ist. weggelassen sind, 
wobei jedes vollständig aus dem Systeme ausgefallene e willkürlich bleibt, 
ist jedes e, welches allein in einer Gleiehung vorkommt, in dem System 
zu annulliren. Die genannten e und das übrigbleibende Gleichungssystem 
(System II) vertreten das ursprüngliche Gleichungssystem (System I). 
Kommt in dem System I, nachdem die Glieder, in denen @ = 0 ist, weg- 
gelassen sind, kein e allein in einer Gleichung vor, so ist die erste Gleichung 
nach dem e mit dem höchsten Zeiger aufzulösen und dieser Werth von e in 
die übrigen Gleichungen einzusetzen. Diese übrigen Gleichungen (System Il). 
die nach dem vorhingenannten e aufzelöste Gleichung, sowie die ausgefallenen 
willkürlichen e vertreten dann das System I. Nun ist dasselbe Verfahren auf 
das Gleichungssystem II anzuwenden: u. s. w. Diejenigen e, die bei diesem 
Verfahren nicht annullirt und nicht durch andere ausgedrückt sind, bleiben will- 
kürlieh, und man erhält die Ausdrücke der übrigen, welche mit den willkür- 
lichen e das Gleichungssystem (14.) erfüllen. Sind alle e in (14.) zu annulliren, 
so bleibt nur e,,,;..., willkürlieh. 


i 


Werden nun die Ausdrücke von &. €, ... &ys4..4, , in (12.) und 
(13.) eingesetzt. so erhält man die Coeffieienten e, (a=0...x), so weit sie 
nicht verschwinden, sämmtlieh ausgedrückt als homogene lineare Funetionen. 


in denen die Coeffieienten bekannt sind, von denjenigen der Grössen 


Cor Ey rer Our, Me willkürlich geblieben sind. Da, wenn durch 
letztere Grössen eine der übrigen &. €, ... €, ,,.,.,., , ausgedrückt ist, in 


einem solchen Ausdruck das e mit höherem Zeiger durch solehe mit niedrige- 
ren Zeigern dargestellt ist, so müssen die willkürlich gebliebenen Grössen 
aus der Reihe &, &,, ... &4.4..,, Im den ce, (a=0...®©) successive auf- 
treten, und zwar die Grösse mit niedrigerem Zeiger vor der mit höherem. 

Nun soll der charakteristische Index h gleich Null angenommen werden. 
Dann ist y in (6.) gleich M: Q,(@a)=1, R,(z)=0. Werden nun die vorhin 
genannten willkürlichen Grössen e in den Coeffieienten e, (a=0...w) alle 
bis auf eine annullirt, so erhält man eine Entwickelung der gesuchten Form, 
die die Differentialgleichung formell erfüllt. Von dieser Entwickelung kann 
aber gezeigt werden, dass dieselbe convergirt. Da nun, wenn mehrere der 
Grössen e willkürlich blieben, die Entwiekelungen, die man dadurch erhält, 
dass man der Reihe nach alle bis auf eine annullirt, zu verschiedenen Ex- 
ponenten gehören, so sind sie unter einander linearunabhängig und geben 
addirt die allgemeinste Entwickelung der gesuchten Art. (Vgl. die Ab- 
31” 
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handlung des Herrn Fuchs Bd. 68 dieses Journals p. 377, wo dasselbe Ver- 
fahren für den Fall angewandt worden ist, dass in den Entwickelungen der 
Integrale, die zu einer Gruppe gehören, überhaupt kein Logarithmus vor- 
kommt.) Was die Convergenz dieser Entwickelungen angeht, so ist 
Folgendes zu bemerken. Wenn eine Reihe der Form Eco, (@—a)‘ in 
| 

welcher e&, und folgende Coeffieienten auch gleich Null sein dürfen, die Diffe- 
ventialgleichung (7.) für den Fall, dass der charakteristische Index h = 0 
ist, formell (also so dass die Coeffieienten gleich hoher Potenzen auf beiden 
Seiten gleich sind) erfüllt, so muss sie auch die Differentialgleichung 


M M—1 
Ba Fr En .. u du 
(1a —4) de + Q, (a)(m —a) day=i +. (0, (a) x 
(15.) 
= N R,(e) du 2 gy R,(@) du ..._ Ru) ” 
N(z) de’! N(2) de? Nie) ” 


R (x) Rule) 
N@) "N 


formell erfüllen. Dies ergiebt sich, wenn man mit der Entwickelung von 


in welcher nach Potenzen von z—a entwickelt sind, 


N beide Seiten der Differentialeleiehung (7.), worin der charakteristische 
N(z) - 


Index A=0, nach der Regel für die Multiplication zweier Potenzreihen mit 
positiven Exponenten formell multiplieirt und dabei berücksichtigt, dass die 


n . a „du r 
tormelle Entwiekelung eines Productes ‚(R(aie-a) + worin R(x) 


N(x de 


5 . “ .,. ® n_ ] 
eine ganze rationale Funetion, s positiv und ganzzahlig, «= Fe, (2 - a) 
i 0 


” . . » - * 1 x 
ist, gleich ist dem Produete der formellen Entwickelungen von as R(«)) 


du 
und (2 —a)' 
( 


. . \ . 1 a 7. r 
= (ist die Entwiekelung von Na) gleich I g,(2—a)', die von 
. / 0 


: ei; a ‚du 
R(x) gleich Fh,(e —a)', die von (2 —a) 


. R e 
gleich EA, (2 —a)‘, so wird 
0) dx' 0 i 
Eu 0...%0, b=0...n 


Hg - Von einer 

a+b+c=0...%x )) 

Reihe Fce,(2 —-a)‘, die die Differentialgleichung (15.) formell erfüllt, und 
0) 


1 vr \atb-kc ll, C 
die des Produetes: Ig,h,k. (2 — a)" ( 


worin c, und darauf folgende Coefficienten auch gleich Null sein dürfen, 
wird die Convergenz in derselben Weise bewiesen wie in dem Falle, wo 
man in die Differentialgleichung F,(y, 2) =0 y= (z-a)"u eingesetzt hätte, 


. 2 - 
und nun die Convergenz einer formellen Entwickelung «= F&c,(z—a)', in 


welcher e, von Null verschieden ist, zu beweisen hätte. Dieser Beweis 
findet sich in der Abhandlune des Herrn Fuchs Bd. 66 dieses Journals 


be) 
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p. 148. (Man kann dort in der Differentialgleichung (10.), worin die Grössen 
M positiv, grösser als Null, zu nehmen sind und für r ein Radius 

als der des Kreises um z=a, der bis zum nächsten sineulären Punkte 
veht, links noch das Glied Z,(@— a)" me zufügen, worin 
0 <y, 1 ist, dann ergiebt sieh direet, dass die betreffende lteihe inner- 


y, reell und 
halb des Kreises um zr=a als Mittelpunkt mit dem Radius r converegirt.) 
Indem man also in der obengenannten allgemeinen formellen Entwickelung 
die willkürlich gebliebenen e der Reihe nach alle bis auf eines annullirt. erhält 
man die gesuchten linearunabhängigen Integrale, deren Entwiekelungen von 
der Form (e-a)”"&e,(z-—-a)‘ sind. In denselben ergeben sich die Coet- 
fieienten e, Von &,1,;..1,,1 Dez. ce, an aus der Recursionsformel (8.), welche eine 
constante Anzahl der Glieder und die Coefficienten e, linear und homogen enthält. 

b.) Bei der Differentialgleichung F,(y, x 0 (1.) mit rationalen 
(‘oeffieienten sei bei dem singulären Punkte z = a im Endlichen der 
charakteristische Index gleich Null und die Exponentengleichung bei «diesem 
Punkte enthalte eine Gruppe von 4 Wurzeln, die sich nur um sanze Zahlen 
unterscheiden, r,. r,., r,: diese seien so «eordnet, dass der reelle T'heil der 
rorhergehenden nicht kleiner, als der der folgenden ist. Dann «iebt es 


). Integrale der Ditferentialgleichung unter folgender Form 
(16.) y,=Vvı fdev, a, /v „r.de (a=1..:.4), 


wo v,= (2a) w,(z) ist, w,(x) eine Entwickelung der Form I e,(2—a) 
hat, worin ce, von Null verschieden ist. Aus (16.) ergiebt sich durch Inte- 
sration in den einzelnen Gliedern, wobei die jedesmalige Integrationsconstante 
annullirt wird, die Gruppe der 4 Integrale unter der Form 


7 


|: — (2a) Yu) + Xu (2) log(z- a) + +%, (2) (log(z—a))‘ 


17.) 
| (a=1...A), 


worin die Grössen 2 Entwickelungen der Form >y,(2- a)' haben und für 
»— a nicht alle verschwinden, %,(@) von Null verschieden ist. Wenn 
man in den Entwickelungen w.(z) in v. (e=1...a) e = rn—r,+1 Glieder 
entwickelt, so kann man mittels derselben die Zahl q, bestimmen und in 
jeder Grösse (e—a)"y.(z) (b=1...q,) oe Glieder von (e— a)" an gerechnet 
ermitteln (s. Abh. Bd. 83 No. 9 (21.)).: ;Nun! ist die Grösse 


(b = 2...q,) 


r. 
(TA) "Zus (t) 
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eine homogene lineare Function mit constanten Üoefficienten der Grössen 
(@-a)"y, ( a=1..k—1 ). 
I b=1...% 
Die Coeffieienten in dieser homogenen Funetion werden in folgender Weise 
bestimmt. Das Integral y, geht durch einen Umgang um z=a über in 


27rir; 


y,=K,y+MKoyp+ te Yı> 
wo die Uonstanten bestimmt werden, wie in No. 5 (22.) angegeben ist, und 


rationale Functionen sind von e* , 2ni und Constanten, die in den Ent- 
wiekelungen (17.) der Integrale vorkommen. Werden dann in 


tv 


Y. = K, Yıt K;y,- + 'yı 
die Entwickelungen (17.) eingesetzt und auf beiden Seiten die Factoren 
gleich hoher Potenzen von log (2 —a) einander gleichgestellt, so erhält man 
die genannten Relationen (vgl. die Abhandlung des Herrn Fuchs Bd. 68 


dieses Journals p. 356). Aus denselben ergiebt sich ferner, dass sich alle 
amt..d 
D=ei...g 
linear und homogen mit eonstanten Coeffieienten, die bekannt sind, darstellen 


Grössen (2—-a) "zZ. ( ) dureh die Grössen (r—a)"y. (a=1...A) 
lassen. Es sind also diese letzteren Grössen darzustellen. Zu dem Zwecke 
wird in Satz A.) in I. q gleich der grössten der Zahlen q, (a=1...ı) und 
b = | gesetzt und die dort angegebene homogene lineare Differentialgleichung 
mit rationalen ÜCoefficienten und dem ÜCoeffieienten der höchsten Ableitung 
gleich 1 gebildet, dieselbe sei F,(y, x) =0, wo M die Ordnung ist. Dieser 
genügen dann die Grössen (e—a)'z.(2) (a=1...4). Dieselbe hat bei 
z = a den charakteristischen Index gleich Null (I Satz C.)). Es werden nun 
aus der Exponentengleichung dieser Differentialgleichung bei x =a diejenigen 
Wurzeln aufgestellt, welche sich von einem der gegebenen Werthe r 
in (17.) nur um ganze Zahlen unterscheiden. Dann hat man aus dieser 
Diftferentialgleichung nach Ila.) dieser Nummer das System linearunabhängiger 
Integrale derselben darzustellen, deren Entwiekelungen von der Form 
(x - a) Ic, (0—a)' sind, wo c ganzzahlig ist; die Exponenten, zu denen 
diese Integrale gehören, sollen unter einander verschieden, und der Anfangs- 
coetfieient in jedem Integrale gleich 1 sein. Diese von einander verschiedenen 
Exponenten seien 
(18) nr, r+k, r+khtk, ... r+ktmt the, 


wo die A positive ganze Zahlen grösser als Null sind. In der Entwickelung, 
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die zu dem Exponenten r+k, ++ +4 l=0...0—1, k,=0) gehört, sollen 


die Potenzen mit den Exponenten r-+k++-+h,,, bis r+hyt:--- Hk, den 
Coeffieienten Null haben (vgl. Ila.) Anfang). Die zugehörigen Integrale der 
Difterentialgleichung F,(y,2)=0 seien durch 
19. ee Bu 

bezeichnet. Was die Bestimmung der Coeffieienten in der Entwieckelung 
eines Integrales Y angeht, so wird nach Ila.) eine Anzahl der zuerst vor- 
kommenden Üoeffieienten direet bestimmt, und zur Bestimmung der übrigen 
hat man eine gegebene Reeursionsformel (8.), welche bei allen Y «dieselbe 
ist, mit eonstanter Anzahl der Glieder, welche die gesuchten Coeffieienten 
linear und homogen enthält. Nun muss jede der Grössen (2—a) 2,2 
ausgedrückt werden durch 

2U. CoYoıt ca Yıt tes Y. 
Um die Constanten e in (20.) zu bestimmen, hat man in der Entwiekelung 
von (r—a 'z.,(2) die Coetfieienten der Potenzen von 


f / r+J4 1 kN 
z—-ä). cz—da . c—da 


zu berechnen, was nach dem bei (17.) Gesagten aus der Entwiekelung (16.) 


veschieht. Diese Coeffieienten sind dann bezüglich gleich eu. Cu. --- &,,5. Aus 
20.) und aus dem, was über die Entwickelung der Grössen Y gesagt ist, 
ergiebt sich, dass man zur Bestimmung der Coetfieienten in den Entwickelungen 
aller Grössen (2—a) "2. (a=1...ı), und aller aus diesen homogen und 
linear mit eonstanten Coefficienten zusammengesetzten Grössen, also sämmt- 
\a Pi 3 
(b= L...Qa 
homogen mit constanten Coefficienten zusammengesetzten Funetionen von 


licher Funetionen (2 - a) 'z und der aus diesen linear und 
einem bestimmten Stellenzeiger an, der bekannt ist, eine und dieselbe gegebene 
Recursionsformel (8.) mit constanter Anzahl der Glieder, welche die Coef- 
fieienten linear und homogen enthält, anwenden kann. Wenn in der Ent- 
wickelung einer solchen Function die Coetfieienten mit niedrigerem Stellen- 
zeiger, als jener bestimmte ist, alle verschwinden, so muss die Function 
identisch verschwinden. 

Es sind nun unter den Grössen (2 -a)'z,. (a=1...i) die linearun- 
abhängigen zu ermitteln, und die übrigen dieser Grössen durch letztere 
auszudrücken. 

Die Grössen (c—a)'z.„. (a=1...1) sind durch (20.) als homogene 


lineare Ausdrücke mit bekannten Coefficienten der linearunabhängigen Func- 
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tionen Y, bis Y, dargestellt worden. Multiplieirt man daher jeden dieser 
Ausdrücke mit einem unbestimmten Factor und addirt die Producte und 
setzt den Coeffieienten jeder der Funetionen Y, bis Y; gleich Null, so erhält 
man eine Anzahl in Bezug auf die unbestimmten Factoren homogener 
linearer Gleichungen, von denen zuzusehen ist, ob sie sich durch Werthe 
der Unbekannten, die nicht alle gleich Null sind, erfüllen lassen. Dieses 
geschieht nach demselben Verfahren, welches bei den Gleichungen (14. 
angewandt worden ist. Wird dieses Verfahren angewandt, so sind diejenigen 
der gesuchten Faetoren, die dabei nicht annullirt werden. und diejenigen, 
die nicht durch andere ausgedrückt werden, willkürlich. Diejenigen 
Faetoren, die durch andere ausgedrückt und nicht annullirt sind, sind homogene 
lineare Ausdrücke mit nicht verschwindenden Coeffieienten von willkürlichen 
Factoren. Werden nun letztere Ausdrücke und ebenso die willkürlichen Fae- 
toren bezüglich mit den ihnen zugehörenden Funectionen (2e—a)‘y, multi- 
plieirt und die Producte addirt, so ist die Summe gleich Null. Setzt man in 
dieser Summe alle willkürlichen Factoren bis auf einen gleich Null, so erhält 
man die mit letzterem multiplieirte Funetion (e—a)y, ausgedrückt dureh 
die übrigen dieser Functionen. Setzt man aber alle willkürlicehen Factoren 
gleich Null, so müssen auch die Factoren, die homogene lineare Ausdrücke 
der willkürlichen Faetoren sind, verschwinden, so dass zwischen den Func- 
tionen (2—a)"'%., die mit letzteren Ausdrücken multiplieirt sind, keine 
homogene lineare Gleichung bestehen kann, deren Coefficienten nicht alle gleich 
Null sind. Diese letzteren Funetionen (e—a)"y,, und diejenigen, deren 
Factoren bei der Auflösung des vorhin genannten Gleichungssystemes 
annullirt worden sind, sind demnach die linearunabhängigen, und die übrigen 
nach dem Vorhergehenden durch dieselben linear und homogen ausgedrückt 
mit Coeffieienten, die bekannt sind. 

Entwickelt man von der Differentialgleichung F(y, x) =0 nach Ila. 
die linearunabhängigen Integrale, deren Entwiekelungen die Form 

(2 —a)‘ B5 ec, (2 —a)' 

haben, so sind dieselben homogen, linear und mit constanten Coefficienten 
durch die linearunabhängigen der Grössen (e—a)'z,, aus (17.) darstellbar. 
Die eonstanten Coeffieienten kann man nach No. 2 1 bestimmen. Dann kann 
man vermittelst der Ausdrücke dieser Integrale von F,(y, 2) =0, welche 
aus den Grössen (ce —a) x, zusammengesetzt sind, successive eine Anzahl 





u 





DAUEE: 
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der letzteren Grössen gleich der Anzahl der genannten Integrale dureh 
diese Integrale und die übrigen Grössen (r—a) ‘z,, linear und mit constanten 
Coeffieienten ausdrücken und durch diese Ausdrücke ersetzen. 

Ill. Es soll jetzt die Darstellung der Integrale der Differential- 
sleichung (1.) F,(y, 2) = 0 mit rationalen Coeffiecienten bei dem singulären 
Punkte e=a im Endlichen untersucht werden, wenn F,(y, x) gleich einem 
Systeme normaler Differentialausdrücke ist. Der Fall = x singulär kommt 


dureh die Substitution 2 = FF’ 


auf den vorigen zurück. Zerfällt die Diffe- 
rentialgleichung F,= 0 in getrennte Differentialgleichungen, in denen normale 
Ausdrücke gleich Null gesetzt sind (s. Abh. Bd.83 No. 10), so kommt man. 
was die vorliegenden Untersuchungen angeht, auf den Fall der Differential- 
eleichungen, die nur reguläre Integrale haben, zurück, hat demnach nach 
II. dieser Nummer zu verfahren. 

a.) Der Ausdruck F,,(y, ©) sei nun durch ein solches System von 
Ausdrücken darstellbar, welches bei z=a die von dem Systeme No. 2 (21.) 
vorausgeselzte Beschaffenheit habe. ann stellen sich die Integrale von 
F,y,2)=0 bei z=a aus No. 2 (27.) dar, und die zu einer Gruppe ge- 
hörenden (in weleher die Exponenten von z—a sich um sanze Zahlen 
unterscheiden) aus No. 2 (34.), wenn dort für y, die Entwiekelungen der 
zu einer Gruppe gehörenden Integrale eingesetzt werden, die dureh No. 2 
24.) gegeben und unter der Form No. 2 (32.) aufgestellt sind. Die zu 
einer Gruppe gehörenden Integrale, die aus No. 2 (24.) hervorgehen, und 
F, (y,,2)=0 erfüllen, seien y. bis yu- Geht bei einem Umgange um 
z=a 9%, N Y., über, so wird 

(21.) Ya = Kıyut Kyatı tet "y, 
wo r, Exponent in y,, und die Constanten K nach No. 5 Il. oder Abh. 
Bd. 83 p. 156 bestimmt werden. Die Integrale von F,=0, die aus No. 2 
(34.) hervorgehen, sind dann 


(22) =Mu faxus' un... IT ws e de (= 1...ä). 


Geht y, durch denselben Umgang um z=a in y, über, so wird 
23) 9 = Kytk:yt:-+ettigy,, 
wo die K die ermittelten Constanten aus (21.) sind. Die Entwiekelungen 
der Grössen %,., die in (22.) einzusetzen sind, haben die Form dieser No, 
(17.). Werden in (22.) die Integrationen suecessive in den Entwiekelungen 
durch Integration der einzelnen Glieder ausgeführt, wobei die constanten 
Journal für Mathematik Bd. LXXXVII. Heft 4. 38 
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(lieder annullirt werden, so nehmen die Integrale (22.) die Form an 


24) > (2-a) plz) +Yp.(a)log(z—a) +++ p.,,(2) (log (2-a))" { 
= 1...4), 
wo q, die Zahlen aus (17.) sind, wenn dort die Differentialgleichung 
".,2)=0, der y. bis y, genügen, eintritt. Die Grössen g sind in dem 
Bezirke von 2 =a, abgesehen von diesem Punkte, einwerthig und stetig: 
p,,, (x) ist von Null verschieden. Wird aus (24.) die Grösse y, in (23.) 
vebildet, werden alsdann in (23.) die Grössen y, aus (24.) eingesetzt, so 
erhält man die homogenen linearen Relationen No. 1 (2.) zwischen den 
(Grössen (ea) Y,, mit bekannten Coefficienten dureh Gleichstellung der 
('oetfiecienten der gleich hohen Potenzen von log(z—a) auf beiden Seiten. 
Wenn in (22.) für y,, die Entwickelungen (17.) aus der Differential- 
sleichung F,, (y;, ©) = 0 eingesetzt werden, in denen die etwa identisch ver- 
schwindenden Glieder (vgl. IId.) nach (20.)) weggelassen sind, so tritt an Stelle von 
y,, in (22.) eine Summe von Ausdrücken der Form (2 — a) x(z)(log(r—a))", 
wo z(x) in der Umgebung von 2=a und für e= a einwerthig und stetig, 
» positiv und ganzzahlig ist. Es werde nun ein Integral folgender Form 
betrachtet 
(29.) fix — a) w(z) (log(e—a))' de, 


worin w(e) in der Umgebung von 2=a, abgesehen von diesem Punkte, 
einwerthig und stetig ist, demnach durch die Summe zweier Potenzreihen 
dargestellt wird, von denen die eine nach Potenzen von z—a mit positiven. 
die andere mit negativen ganzzahligen Exponenten fortschreitet, r nicht 
ganzzahlig, n ganzzahlig und positiv ist. In der Entwickelung des Integrales 
(25.) soll kein eonstantes Glied vorkommen. Die Entwickelung geschieht 
dann durch wiederholte Anwendung der Formel 


\ z-a) w(e)(log(r—-a))"de = a)(log(e-a))—n/ne)(log(r—a))" de, 
(26.) %' ige 
. la) ((z—-a)' w(z)de, n(z) = (2—a) fie-a)' w(az)de. 
Dadurch wird das Integral (25.) entwickelt in den Ausdruck: 
[Noste- a))y (wa) (a \de—n(log 2—a))"  /dx(w—a)" ((x—a "y(a)de 


a)) / dz(c—a er / de(2—a) Na-a)'yo)dr— ne 
wer -1"n(a—1)...1/de(e—a) fdx(z-a).. )z-ay w(a)dz, 


. 
“ “ 





27.) (-+n(n—1) (log(x 
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und zwar ist bei jeder Integration, die dureh Integration in den einzelnen 


Gliedern der Potenzreihen vorgenommen wird, das constante Glied zu 
annulliren. 

Nun ergiebt sich aber, da vorausgesetzt ist, dass F,(y, x) durch ein 
System von Differentialausdrücken dargestellt sei, welches bei x = «a sich 
wie das System No. 2 (21.) verhält, und wenn man die Ausdrücke für die 
(Grössen u No. 2 (26.) berücksichtigt, dass bei Ausführung der Integrationen 
(22.) nur Integrale der Form (25.) zu entwickeln sind, wo r nicht ganz- 
zahlig ist. Man kann demnach jede Function (c—a) y,, in (24.) zunächst 
vermittelst einer solchen Formel vollständig aufstellen, die eine Summe einer 
endlichen Anzahl von Integralen 


(28.) U= cu, [dx TR (dx RER /u,dx 


ist. worin e eine gegebene ganze Zahl, die « folgende Grössen sind: die 


(srÖssen 


U Mn Un 0. Mind. ta, je (2-4) WATER: 


x 
aus (22.) und die Grösse (2—a) ': hierbei gehen die Funetionen (2—a) 'z,,(x2) aus 
der Entwickelung des Integrales y,, der Differentialgleichung F, (y,, x) = 0 
unter der Form (17.) hervor, und es kommen nur die nieht verschwindenden 
(vgl. 116.) nach (20.)) derselben vor. Und zwar erhält man zur jedesmaligen 
28.) 


Integration in dem durch wiederholte Integration zu bildenden Ausdruck | 
einen Ausdruck der Form (ze —a) w(xz), wo r nieht ganzzahlig ist, (x) wie in 
(25.) beschaffen ist: bei der Integration dieses Ausdruckes wird das constante 
(lied annullirt. Wenn zuletzt mit «, multiplieirt wird, so erhält man einen Aus- 
druck (e—a) w(x), wo r bis auf eine ganze Zahl gleich dem Exponenten 
r, in y., wird. (2—a)'g,, wird durch ein einziges Integral (28.) darge- 
stellt. Es ist nun zur weiteren Untersuchung von (28.) die Darstellung 
der Grössen u in (22.) zu betrachten, und dieses kommt nach den Aus- 
drücken « No.2 (24.) (26.) darauf zurück, die Darstellung der Grössen 
v in den Differentialgleichungen F, (yı, 2) =0 daselbst, demnach die Dar- 
stellung der Grössen v in einem Falle wie (16.) dieser No. zu untersuchen. 

b.) Wenn man ein System von m beliebigen endlichen und stetigen 
Funetionen von x hat, 

Bm = ei, 

die in einem Gebiete von x linearunabhängig sind, so dass zwischen ihnen 
38* 
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eine Gleichung 

(30.) CYyıtr @Yyat tr Cc„Yu = 0 
mit eonstanten Üoeffieienten, die nieht alle gleich Null sind, in keinem 
Theile des betrachteten Gebietes von x besteht, und welche endliche und 
stetige Differentialquotienten bis zur mtea Ordnung haben, so kann man 
dieselben auf die Form 


31) y=®, y, = v, /v.de, hi y„=vi/dev.... [oda 


bringen, wo in jedem Theile des betrachteten Gebietes von x es auch einen 
solchen "Theil giebt, in welchem die Grössen ® endlich und stetig und von 
Null verschieden sind. Erfüllen die Funetionen (29.) eine homogene lineare 
Differentialgleichung mter Ordnung, so ergiebt sich aus den Ausdrücken 
31.), dass das vollständige Integral derselben in einem Gebiete von x, in 
welchem die Grössen ® endlich und stetig und von Null verschieden sind. 
(32.) y= ayırtaypt'"+c,Y. 
ist, wo die e willkürliche Constanten sind. 
Nun werden die Ausdrücke (31.) in die Determinante 


Yı; Ya; Yın 
dy, dy, dy,, 
33,) da ? de ’ N ER dx BE 
| de—'y, d“ 'y, ae 


dr" l I de" : 7 r . r dr" l 
eingesetzt und dann wird nach Hesse (dieses Journal Bd. 54 p. 249) der 
Satz angewandt 


ha, .b, hc, Een U ee 
so \s . \f a, \f ' r ' 

’ Ja), (4b), (ke) en N. VE SE 5 

34.\ \ . IT \ I \ /) _— l. 1 Zr r) / i 
(da), (26), (de), ... ul 


wo a, b, ec, ... beliebige »+1 Funetionen einer Variabeln sind, dureh 
a), b") ete. der rt® Differentialquotient von a, b, ete. bezeichnet wird, 7 
beliebig ist. Wird in (34.) 


ie. 0=L 2» o.dr, = [dx v, [o.de, eo n=m—l| 


eingesetzt, so ergiebt sich 


' ' 
b, fi 


‚ar ; bh’ PO | i 
(35.) D=vY| v) b) + \=0orD. 


| hp" -. cd Le 
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Wird nun in (34.) 
. : ; e” 
jun, w=1L = fe: NL [dx o,/v,de..,n=m 


DV 


eingesetzt, so erhält man 
Zi 2 
36) Deemtb, €, +elapmıp", 


1.8. w. Hieraus folgt 
> | 
«) 


I 
a 
m 
i 
_ 
nv 
_— 
r7 
Wr) 


(Hesse 1. e. 61.)),. Bezeichnet man die Determinante von 
38. v., vo, /o.d, a 0, fdzv... ‚fo.d u (= 1... 


durch D,= ev, '...v,. so ergiebt sich 


| D DD D.»D,. 
BY EORE: u 2 . . Dee 
3.) m=D, »= Br Er re D: | 


(Hesse 1. ce. (71.)),. Bringt man y,, 9, ... y, auf die Form 


40.) yzu, = u,fdeu;' 7 - Fu a,fdeur' TER fu u,.de. 


WO 4, = 0,0...0,, So wird 


D, D,_,D 
1.) Detichr un u; ra "IE — , (q L...m). 
1 1 


Wenn in der Differentialgleichung F,(y, x) =s, f,(s,2)=(0, worin F, und 
f, homogene lineare Differentialausdrücke bezüglich mter und n‘% Ordnung 
sind, mit den Coeffiecienten der höchsten Ableitungen „leich 1, die Integrale 


von F,(y, 2) = V 
42.) = u, /deur' in... fur), u,de (a=1..m 
und die von f,(s, 2) = UV 


43., S, nu Un t ‚/de u,‘ ı U, Sad fun ‚4 ‚de N l 6 


sind und die Determinante der Integrale (43.) dureh D, (a=1...n) be- 
zeichnet wird, so sind die Integrale von F,(y, 2)=s, f,(s, x) = 


(44.) = u, deu’ un... fu; u,de (a=1...m+n 


und wenn die Determinante derselben durch D, (a=1...m-+n) bezeichnet 
wird, so ist nach (41.) 


45) D,.=D,D. 


m+ta 
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Dieses werde nun angewandt auf die Darstellung der Grössen v, in 


_ N r r \ u D. y . 
16... Nach (41.) wird v, = u (a=1...4), wo D,=v,Y....v, Ist. D 
al 


hat demnach bei =a eine Entwickelung der Form (z-a) Fe, (2—-a. 
7 

wo c, von Null verschieden ist. Nun bleibt D, als Determinante der Integrale 
von F,@y,2)=0 yı bis y, (16.) in einem Gebiete einwerthig und stetig, in 
welchem diese Integrale sich ebenso verhalten. Es muss daher die Grösse 
(2—a) *D, in dem Bezirke, der bei F,,y,2)=0 zuxe=a gehört, einwerthig und 
stetig bleiben. Werden demnach in die Determinante der Integrale y, bis y, (16. 
die Entwiekelungen (17.) eingesetzt, so sind die Glieder, welche Potenzen 
von log(z—a) enthalten, wegzulassen, und es ist aus den übrig bleibenden 
Elementen die Determinante D, zu bilden. Die Entwiekelungen dieser übrig 
bleibenden Elemente für den Bezirk zu 2=a sind nach Il dieser No. als 
bekannt anzusehen, demnach auch die Darstellung der Determinante D.. 
Für D, hat man speciell die Darstellung, welehe in 5 I (11.) (16.) be- 
traehtet worden ist. Demnach tritt v, unter der Form auf 


san (x) 
46.) v, = (2-—a) -, 
(x) 
wo die Funetionen n(z) und w(z) in dem Bezirke zu e=a einwerthig und 
stetig, n(a) und &(a) von Null verschieden, und die Entwickelungen von 
n(x) und &(x) durch Potenzreihen mit positiven ganzzahligen Exponenten 
gegeben sind, bezüglich durch ganze rationale Funetionen solcher gegebenen 


Potenzreihen dargestellt sind. D, wird durch ein Produet von Binomial- 


faetoren in endlicher Anzahl dargestellt. 
Die Grösse u, in (22.) wird nun (No. 2 (24.) (26.)) 
#4.) me, 

wo :»» gleich Null oder von der Form Io ‚(w—a)”" ist, die v, aus den Inte- 
gralen der Differentialgleichungen F,, (y:, 2) =0 unter der Form (16.) und 
daher (46.) hervorgehen. Man erhält daher aus (46.) und (47.) auch die Dar- 
stellung von wu, für den ganzen Bezirk von z=a in Y, =. Bezeichnet man 
denjenigen der Punkte, in welchem (x) und w (x) in v, verschwinden, welcher 
x — a am nächsten liegt, durch a’, und legt man um z= a als Mittelpunkt 
durch a’ einen Kreis, dessen Radius von Null verschieden sein muss, so 
ergiebt sich, dass (2—a) "u, innerhalb dieses Kreises abgesehen von 2 = a 
einwerthig und stetig ist und ebenfalls abgesehen von e=a nicht Null 
oder unendlich wird. 
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ec.) Nun soll der Ausdruck (28.) weiter untersucht werden, nachdem 


die Grössen # in demselben nach 5.) als gegeben vorauszusetzen sind. Jede 
solehe Grösse « hat die Form (2—-ay(z), wo p(x) innerhalb eines 
Kreises un ze =a als Mittelpunkt mit einem von Null verschiedenen 
Radius, abgesehen von 2 =a, einwerthig und stetig bleibt. Ein Kreis, der 
für alle Grössen « in dem Ausdrucke (28.) dıe genannte Eigenschaft hat. 
besitze den Radius R. Bei den Integrationen, die in (28.) auszuführen sind, 
ist jedesmal zu integriren ein Ausdruck der Form (2—a)w(x), wo r nicht 
ganzzahlig ist, w(x) in dem Kreise mit dem Radius R dureh die Summe 
von zwei Potenzreihen dargestellt wird, von denen die eine nach Potenzen 
von z—a mit positiven, die andere mit negativen ganzzahligen Exponenten 
fortschreitet, wobei die Integrationseonstante annullirt wird. 


Es sei nun 


48.) w(e-a) = Io(z—-a) +8 0,(2—a 


Dann ist, wenn r nicht ganzzahlig ist, und die Integrationseonstante annullir 


wird, 
; r Rn c.(x an Ad) ı l ; - ( (x A) 
49. / z-a)yvy(z—alde=2 Ben. L- > £ 
. T r+a-+1 = r+a-+1 
Ks ist 


» 25 
we [4 
WU. Jede — j +eonst., 
. °- 


wo e nieht gsazzahlig sein soll. Nun werde das bestimmte Integral von 
«® genommen, indem von @=1 aus über eine den Nullpunkt in der «-Ebene 
umgebende Linie in positiver Richtung bis zu e=1 zurück integrirt werden 
und dabei in «= e*"®“ der Anfangswerth von loge, also logl, gleich Null 
sesetzt werden soll. Das Integral ["er diese geschlossene Linie genommen, 
wenn dieselbe auf oder innerhalb der\ ‘ripherie des Kreises mit dem Punkte 
-=() als Mittelpunkte und dem Radius 1 liegt, werde dureh / bezeichnet. 


1 


)ann erhält man aus (50.) 


se \ . £ e na j | 
91. ade — 
“ e+1 


demnach, wenn r nieht ganzzahlig und » ganzzahlig ist, 


ER | u 1 
(52.) — S at’da = | 
g er?ni__1 i ->Rn- 1 


Nun erhält man, wenn w(z—a) aus (48) genommen wird und r nicht 
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sanzzahlig ist 


Ef mie-nder 


x na fig war 
99. | ie > c,(2—a > ec, (2 — ao \a ‚de 
2 Hla—aytır eo (z—aytt! /« | 
= - 5 "= — Ma) w(c—a)dı. 
ET ER ae ‚2 tat — PIE 


Was die Integration in den einzelnen Gliedern angeht, so werde 
daran erinnert, dass die Potenzreihen für Werthe z in einem Gebiete inner- 
halb des Kreises mit dem Radius R, welches den Nullpunkt nicht enthält. 
und für die in Betracht kommenden Werthe « in gleichem Grade (s. No. 4 
convergiren. 

‘s ist also die Integralfunction von (ce —-a) wre —a) (49.), in deren 
Entwickelung kein constantes Glied vorkommt, ausgedrückt mittels eines be- 
stimmten Integrales (55.), wo unter dem Integralzeichen die gegebene Function 
v steht. 

Nun soll das Integral 


(54.) de (—a)” u (@-a)f(@-a)*y,(@-a) dx 


dargestellt werden, worin vw, , und w, in dem Kreise mit dem Radius R 
Eintwiekelungen der Form (48.) haben, r, und r, ,+r, nicht ganzzahlig 
sind, bei den Integrationen die eonstanten Glieder annullirt werden sollen. 
Durch zweimalige Anwendung der Formel (53.) ergiebt sich, dass die 
Funetion (94.) zw wird durch 
Mo. „—11 : R z r„losa 
-w,_, (za) f w,((a—-a)e)e dodz 
e'# 1 


ıtr,t+: 


—_ j . = . rr." loa? f / los: 
5) = 2, ; 43 ET ea (z-a)ß) / v‚((2—-a)aß)e* "do 
\ J \ (eV +- ıtr2)? 7U0 —1)(e'* "x 2 *_4),, a‘ 


anche x—ıtr72+? \ (r.— Yy 1)logf-tr„loge 

(= a) | Sp f v, ‚((z-a)P) w,((z—-a) op)e "| RS de. 
(eV * N le 1) 

In Bezug auf log/ und die Integration nach 5 gilt dasselbe, was in Bezug 

auf log« und die Integration nach « gesagt ist. In gleicher Weise ergiebt 

sich für die Funetion 


(D6.) Jız(2-a)” Wal —a)fdx za) y,_,(e-a)/(2-a)” y(@—a)de, 


worin w, , eine Entwiekelung wie (48.) hat, r,_.+r, ı+r,;nieht ganzzahlig 


>” de 


“der. 





\ 
’) 
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ist, der Ausdruck: 


” r _ıt+tr En r +3 „ 0) 
) (x a) # # - A / dyf anf WW, N | rt Aa Y)w, ‚( z-a PY vl r -a\o| IyY)e 
ie r„_ tr)? 1)(e* ı+ ET 4 ) J J J \ \ | \ 


s=(r,.+r._+r,+2)logy+(r,-ı+r,+1)log?-+r,loge. 


In derselben Weise ist fortzufahren, wenn weitere Integrationen vorkommen. 
Durch eine solche Formel werde nun der Ausdruck aus (28.) / dzu.... /u,da 
dargestellt. Dann ist dieselbe noch mit cu, zu multiplieiren, um die Grösse 
(28.) U für die Werthe z innerhalb des Kreises mit dem Radius R dar- 
zustellen. 

Die in diesem Kreise, abgesehen von 2 = a, einwerthigen und stetigen 
Funetionen w,(2—a), w, ‚(z—a), etc. können nun in den bestimmten Inte- 
gralen (53.), (59.), (57.) örgend eine andere Darstellung als durch die Ent- 
wickelung (48.) erhalten. Hier sind nun die Ausdrücke der Grössen u, 
aus (46.) und (47.) einzusetzen. Dann erhält jede Grösse w|x—a) einen 
Ausdruck, der bekannt ist, von der Form 


u &(z—a) 


(58.) v(z—a) = e"” ”. 
\ / P\ ’ C(x—a) 


wo » gleich Null oder von der Form Fc_(z—a' "ist, S(2-a) und S(z—a) in 
1 
einem Kreise um e=a mit dem Radius R’ einwerthig und stetig und für 2=a 
von Null verschieden sind und sich darstellen als ganze rationale Funetionen 
von Potenzreihen mit positiven ganzzahligen Exponenten von (z—a), die 
vollständig (nach II dieser No.) dargestellt sind. Man hat dann einen 
Radius R, < R’ so zu wählen, dass innerhalb und auf der Peripherie des Kreises 
um z=a als Mittelpunkt mit dem Radius R, keine der Funetionen I\2—a 
verschwindet. Das bestimmte mehrfache Integral, welches nach Art des 
Ausdruckes (57.) für „a7'U (28.) aufgestellt ist, multiplieirt mit «, stellt U für 
die Fläche des Kreises mit dem Radius A,, die Peripherie einbegriffen. 
abgesehen von dem Mittelpunkt z= a, dar; nach «, 5, ete. kann über die 
Peripherie des Kreises mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und dem Radius ] 
integrirt werden. Die Differentialquotienten nach z von dem bestimmten 
Integrale, welches in (57.) mit (=—a)* *"* """*"" multiplieirt ist, können 
unter den Integralzeichen genommen werden. Dieses ergiebt sich bei dem 
bestimmten Integrale, welches in (53.) vorkommt, indem man w((2—a)e) 
durch die Potenzreihe entwickelt annimmt, alsdann unter dem Integralzeichen 
ein oder mehre Mal differentürt; und nachdem dieses für das einfache 
Journal für Mathematik Bd. LXXXVII. Heft 4. 39 
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Integral in (53.) bewiesen ist, hat man diesen Satz zweimal anzuwenden, 
um dasselbe für das bestimmte Integral in (55.) zu beweisen, und erhält 
dureh mehrmalige Anwendung desselben Satzes den Beweis für ein mehr- 
faches Integral. Bei Ausführung der Differentiation sind dann für die 
(srössen w(z—a) unter den Integralzeichen wieder die Ausdrücke (58.) an- 
zuwenden. Man kann auf diese Weise die Differentialquotienten von U 
ebenfalls auf der Fläche des Kreises mit dem Radius AR, darstellen als 
sanze rationale Function von bekannten Ausdrücken der Form (z-a)®P, 
wo P ein Ausdruck der Form (47.) ist, und von bestimmten Integralen 
nach Art des in (57.) vorkommenden, wo unter den Integralzeichen nach 
x differentürt ist. Kennt man in einem nichtsingulären Punkte auf der 
Kreisfläche mit dem Radius R,, innerhalb des Bezirkes. welcher bei der 
Differentialgleichung F,(y, 2)=0 zu c=a gehört, bei jeder der Grössen U 
n—1]7 

die Werthe von U, er u en. so erhält man durch Addition der 
auf mehrere U bezüglichen Ausdrücke die Werthe der Grössen (z-a) "p,(®) 
in (24.) und ihrer Ableitungen bis zur (m—1)ten Ordnung in diesem Punkte, 
demnach die Werthe des Integrales y, (24.) und seiner (m—1) ersten Ab- 
leitungen in demselben Punkte, also auch die Entwiekelung des Integrales 
(24.) in eine Potenzreihe für den Bezirk dieses Punktes, Wenn man 
die betrachteten Werthe bei (2—-a)y„(x) (a=1...l) kennt, so kann man 
sie mittels der durch (23.) bereits ermittelten Relationen No. 1 (2.) für die 
übrigen Funetionen (z—a) p,(x) herleiten. Nun seien in demselben Punkte 
auf die angegebene Weise die Werthe sämmtlicher Integrale No. 2 (27.) 
von F,(y, 2)=0 und ihrer m—1 ersten Ableitungen bestimmt. Die Deter- 
minante der Integrale No. 2 (27.) erhält man nach No. 5 (8.) (1i.) (19.), indem 
man das dort für @,(y,S)=0 auseinandergesetzte Verfahren bei F,(y, 2) =0 
anwendet. Die Uonstanten in den linearen Ausdrücken (23.), in welche 
die Integrale (24.) bei einem Umgange um z=a übergehen, sind bereits 
ermittelt. Hat man nun bei jedem singulären Punkte von F\,(y, x) = 0 die 
vorhin genannten Grössen aufgestellt, so genügt dieses nach No. 6, den Ver- 
lauf sowohl der Integrale, die bei den singulären Punkten durch die Ausdrücke 
No. 2 (27.) gegeben sind, als überhaupt eines Integrales, welches bei irgend 
einem Punkte durch ein System linearunabhängiger Integrale dargestellt ist, 
zu verfolgen. 

Die Funetion (28.) U ist durch einen Ausdruck dargestellt von der 
Form (e—a)'ePQ, wo e'‘ aus (22.) genommen ist, P eine Grösse der 
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4-3 


7 +7 
% La 


IT.) mit (2 —-a 


w—l''% 


Form (58.)\, Q ein Integral der Art, wie das in 
multiplieirte ist. Die Grösse PQ = V hat in dem Kreise mit dem Radius 
R, eine Entwickelung wie die Entwickelung (48.). Der Üoeffieient e, in 
derselben ist 


ii 1 ; 
BE) m Im fı (z—a) "de (a=—x:..+%). 


wo über eine den Punkt z£=a umeebende Curve in dem Kreise mit dem 
Pe) 


Lesetzt, 


Radius A, in positiver Richtung zu integriren ist. Wird r—a=R,/ 
so erhält man 

TER we En u 

60.) = a / Varia. 


2ni. 
l 


Hier ist in V=PO für Q das gegebene bestimmte Integral einzusetzen. 
Werden in (60.) alle Integrationen nach «, /, ... 4 über die Peripherie 
des Kreises mit dem Radius 1 hin ausgeführt, so kommen bei den Grössen 
v (58.) die Werthe in Betracht für die Punkte x auf der Peripherie des 
Kreises mit dem Radius R,.. Sind die Grössen Ue "* durch Potenzreihen 
entwickelt, so erhält man, indem man mehrere soleher Grössen zu addiren hat, 
durch Addition der Coefficienten gleich hoher Potenzen in den Reihen die 
Coeffieienten in der Entwiekelung jeder der Grössen e "(r—a)'y, und 
damit die Darstellung dieser Grössen, die für den Bezirk, der bei der 
Differentialgleichung F,'y. 2) =) zu r —=a gehört, gültig ist. 

Man braucht in dieser Entwickelung nur eine endliche Anzahl von 
Coeffieienten zu kennen, um die übrigen aus diesen herleiten zu können. 
Dieses soll jetzt gezeigt werden. 

d.) Es werde die grösste der Zahlen g, aus den Entwickelungen 
der Integrale y,. (22.) unter der Form (17.) genommen, alsdann diese gleich 
der Zahl q in Satz A.) in I und 5 daselbst gleich 1 gesetzt und nun die 
homogene lineare Differentialgleichung des Satzes A.) gebildet, deren Coet- 
ficienten rational sind, und in welcher der Coetfieient der höchsten Ableitung 
gleich 1 ist. Dieser Differentialgleichung genügen die Functionen (2—a) 'y 
in (24.). Ist die abhängige Variable in dieser Differentialgleichung „eich 
z und wird z3=e'y gesetzt, wodurch die Differentialgleichung F,,(y, x) = 0 
erhalten werde von der Ordnung M und dem Coeffieienten der höchsten 
Ableitung gleich 1, so genügen dieser die Funetionen e "(z—a)'y,. Aus 
der Herleitung dieser Differentialgleichung ergiebt sich, dass derselben die 


Integrale von e *F,(e”y, x) =(0 genügen. Wird aber bei dem Systeme 


1m 


39% 








« 
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von Differentialausdrücken No. 2 (21.) 
e "Fotast..+a (Ey, x) = e "F„(e"y, &) 


gebildet, so ergiebt sich, dass das System, welches letzteren Ausdruck dar- 
stellt, als Bestandtheil F, (y, x) enthält. Und da in der Exponentengleichung 
von F,=0 bei e=a die Wurzeln r, bis r, vorkommen, so kommen die- 
selben Wurzeln, zu denen eine ganze Zahl addirt ist, in der Exponenten- 
gleichung von e *F,(e*y,x2)=0 bei e=a vor (s. Abh. Bd. 83 No.7 I). 
Es müssen demnach auch in der Exponentengleichung von F,(y, x) = 0 
beie=a Wurzeln vorkommen, die sich von r, bis r, nur um ganze Zahlen 
unterscheiden (s. l. e.). Diejenige dieser Wurzeln der Exponentengleichung 
von F,(y, 2) =0, deren reeller Theil am kleinsten ist, sei r,. Der cha- 
rakteristische Index A der Differentialgleichung F,(y, 2) =0 ist daher bei 
= a kleiner als die Ordnung M. 

Nun wird y= (2—a) "u in Differentialgleichung F,(y, &) =0 eingesetzt, 
und die Differentialgleichung für « auf die Form (7.) gebracht, dann müssen 
dieser Differentialgleichung die Funetionen (2a) Ye *g,(z), wo n—r, 
sanzzahlig ist, genügen, dieselben haben Entwickelungen der Form (48.). Es 
werde demnach für # eine Entwickelung Se, (0-)'+ &0,(2-a)' in (7.) 
eingesetzt, so müssen die Coeffiecienten von (z-a) (k=—x..+x) auf 
beiden Seiten von (7.) einander gleich sein. Dieses liefert die Relation 
(8.) zwischen den Coeffieienten e, der Entwicekelung für alle ganzen Zahlen 
k=—x..+mx,. Der Üoeffiecient von e,,, in (8.) verschwindet nur für 
eine endliche Anzahl ganzzahliger Werthe von 4; nämlich wenn e, bis 
O,_, die Wurzeln der Exponentengleichung von F,(y,z)=0 sind, für 


61) kA= eo -n-l ... On. 


Von den übrigen Gliedern in (8.) fallen diejenigen aus, in denen die Coef- 
fieienten von ce, für beliebige ganze Zahlen % verschwinden. Es muss 
demnach wenigstens das Glied c,,, mit nicht identisch verschwindendem 
Coeffieienten in der Relation (8.) übrig bleiben. Bleibt dasselbe allein 
übrig, so müssen alle Coeffieienten e,,, = sein, bei denen der Coefficient 
von €,,, in (8.) nicht verschwindet, und diejenigen, bei denen dieser Coef- 
fieient verschwindet, sind zu berechnen. Bleibt mehr als ein Glied in der 
relation (8.) übrig, so sei dasjenige mit dem kleinsten Stellenzeiger e,,ı_. 
Dann müssen berechnet werden die Coefficienten e,,, für diejenigen ganzen 
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Zahlen k, für welche der Coeffieient von e,,, in (8.) verschwindet, ferner 
die Coefficienten e,,,_, für die ganzen Zahlen k, für welehe der Coefficient 
von &;ı-, In (8) verschwindet. Und nun müssen noch s auf einander 
folgende Coefficienten c, bekannt sein, die beliebig gewählt werden können. 
Alle übrigen c, liefert dann die Recursionsformel (8.). 

e.) Wenn ein Integral (24.) die Form e”P haben soll, wo w gleich 
Null oder von der Form &c,(0—a) ‘ P von der Form (17.) ist, so kann 
w nur w, sein, wie sich aus (22.) durch successive Division mit « und 
Differentiation ergiebt (vgl. Abh. Bd. 83 No. 9 IID. Sollen nun in 
der Entwickelung der in d.) betrachteten Grössen « bei diesem Integrale 
nicht unendlich viele VPotenzen mit negativen Exponenten vorkommen, 
(dieses ist der Fall, wenn das Glied mit e,., allein in der Reeursionsformel 
(8.) steht) so dürfen, da r,. von den Wurzeln der Exponentengleichung, 
die sich von r,. nur um ganze Zahlen unterscheiden, diejenige mit kleinstem 


reellen Theile ist, in der Entwickelung jedes « gar keine Potenzen mit 


2. 
oO 
negativen Exponenten vorkommen (vgl. Abh. Bd. 74 No. 6). Hierzu sind 
gemäss der Recursionsformel (8.) folgende Bedingungen rothwendig und hin- 
reichend. Es sei k=x die niedrigste Zahl %, für welche der Üoeffieient 
von £,.1-, (d.) in (8.) verschwindet. Wenn #+1—s <Z—s, so ist nothwendig 
und hinreichend: 


(62.) C„,r1-, = C.r1—417='' > ee, =d; 


wenn #+1—-s ——s, so ist nothwendig und hinreichend: 
(63.) _= C amt 0, =V, 


Wird aus den Integralen (24.), nachdem diese mit e *(z—a) * multiplieirt 
sind, eine lineare Verbindung mit eonstanten Üoefficienten 

(64) e *z-a) *"(byt+byp++b,y) 
gebildet, so ist zuzusehen, welches die allgemeinsten Werthe dieser Üon- 
stanten sind, damit in (64.) keine Potenzen mit negativen Exponenten vor- 
kommen. Es dirfen zunächst in 

65.) e *a-a) "(b(z-a)" put +b; T—4) pn) 

keine solehen vorkommen. Dieser Ausdruck genügt der Differentialgleichung 
für « in d... Demnach sind die Bedingungsgleichungen (62.) bez. (63.) 
aufzustellen. Diese enthalten die 5 homogen und linear und sind wie die 
Gleichungen 14.) zu behandeln. Dann dürfen in 


ap x -WL ; ni f \r f \r | ü WW: 
66.) e *z-a) "(b,(z-a)"pa+b (2a) ya+ + b,(2—a) pr) 


\ 
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keine Potenzen mit negativen Exponenten vorkommen. Hier sind die 
Grössen (z-a)'y. durch (2-a)"y,, (vgl. nach (24.)) auszudrücken, für 
die 5 die aus (65.) ermittelten Ausdrücke einzusetzen und auf den Ausdruck 
(66.) die aus (65.) erhaltenen Relationen zwischen den Coeffieienten anzu- 
wenden u. s. w. Giebt es in jeder Gruppe irgend ein System linearunab- 
hängiger Integrale in der Anzahl der Integrale der Gruppe unter der Form 
e*P, wo P Ausdrücke der Form (17.) sind, welches man ermittelt hat, so 
kann man die Determinante sämmtlicher Integrale direet nach dem Ver- 
fahren No.5 (11.) (19.). und die Constanten K (21.) nach dem Verfahren 
No. 5 Il bestimmen. 


d. 

Il. Um an einem Beispiele die linearen Relationen zwischen den 
Integralen einer homogenen linearen Difterentialgleichung mit rationalen 
Coeffieienten, welche Relationen nach No. 6 dazu dienen, den Verlauf eines 
Integrales zu verfolgen, unter Anwendung der Untersuchungen von No. 3 
und 4 aufzusuchen, werde die Differentialgleichung der hypergeometrischen 
Reihe 


a 
(1) F(a,P,y 2) = 1+ 1. c4 12,941) a 
(2.) dy _ r—-(e+P+H1)e dy aß 0 


"= ar, 5 ur ae 5, Ze 
behandelt. 

Die singulären Punkte derselben sind 0, 1, &. Für die durch die- 
selben zu ziehende Linie Z der No. 6 werde die Gerade von —x durch 0 
und 1 bis +5 genommen und als der von dieser Linie Z begrenzte Theil 
T, der Ebene, in welchem die Integrale bei den singulären Punkten ange- 
nommen werden, das Gebiet, in welchem +: liegt, gewählt. Ein Punkt 
durchläuft dann in positiver Richtung die Begrenzung, wenn er der Reihe 
nach von 0 zu 1, von 1 zu x, von x zu OÖ hin sich bewegt. 

Nun werde bei jedem der singulären Punkte ein System linearunab- 
hängiger Integrale entwickelt und dieselben für das Gebiet T, fixirt. Diese 
Entwiekelungen sind (s. die Abh. des Herrn Kummer Bd. 15 dieses Journals 
p. 52, vgl. II dieser No.) bei = 0 


(gi er. Fio, ß, Y, 7) 
(yD = 27 F(a—y+1, ß-y+1,2—y, 8), 


(3.) 
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4) | > = F(e, ß, a+ß—-y+1, 1—r) 
y = (1-2) "PF(y-a, y—-P,y—e—ß+1, 1-8), 


= x 


bei x 
] 


) 


" wi == “Fi Ö, e—y+1, a—/I- l.r 
(9. - | 
y» = aPF(ß, B-y+1, B-e+1, €"), 


sobald angenommen wird, dass die Wurzeln der Exponentengleichung bei 
jedem singulären Punkte sich nieht um ganze Zahlen unterscheiden, also 
dass 1—y, y—a—-P, a—Pß nicht ganzzahlig seien. Um nun die Werthe 
dieser Integrale in dem Gebiete T, zu fixiren, werde in 


er r 


y)loga 
(logx),_, = 0 gesetzt, in 
(1—x)/  n e'’ a Alogli—x) 
(log (1—x)),„= 0, und in 
vj —Ploe(x) 


2 Bun e -alog(z) A ee * 


(logx),_, = (0 angenommen. 

Wird nun das Integralsystem (3.) bei e=0 in dem Gebiete T, zu 
z=1 hin fortgesetzt und durch das Integralsystem (4.) bei ze =1 ausge- 
drückt, so ist zu dem Zwecke auf letzteres System die Substitution A, 
anzuwenden. Wird das Integralsystem (4.) bei e=1 in dem Gebiete T, 
zu =» fortgesetzt und durch das Integralsystem (5.) bei 2 =» ausge- 
drückt, so ist dazu auf letzteres System die Substitution A, anzuwenden. 
Und wird das Integralsystem (5.) bei 2=»x in dem Gebiete T, zuxe=V0 
fortgesetzt und durch das Integralsystem (3.) bei = (0 ausgedrückt, so ist 
hierzu auf letzteres System die Substitution A, anzuwenden. Diese Sub- 
stitutionen A,, A,, A, so wie ihre inversen sollen aufgestellt werden 

Wenn das Integralsystem (3.) bei 2=0 längs der Begrenzung eines 
(rebietes, welches von singulären Punkten nur 2=0 enthält, in positiver 
Riehtung um z=0 herum fortgesetzt, alsdann durch das ursprüngliche 
Integralsystem (3.) bei 2=0 in T, wieder ausgedrückt wird, so ist zu dem 
Zwecke auf letzteres System die Substitution 3, anzuwenden. Diese ist 

a ee ER. 


0 ei) mi 
Entsprechend ist bei dem Punkte 2=1 


10 \ 
0 etr-e-Mmif? 


7) B=| 
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und bei dem Punkte x = x 


(8) B 


( er?rif) 
_ m tg eß?ni\ > 
aus welchen Substitutionen sich die inversen ohne Weiteres ergeben. 
Nun sind die Substitutionen A und ihre inversen A’ aufzustellen. 
1 2 
yi u Cuyı + C.2y% 
a.) IL PL 
dx I dx ” de 
Hier kann unmittelbar No. 3 für $=x angewandt werden. Die Entwickelung 
für yi> gilt, so lange nicht y gleich Null oder einer negativen ganzen 
Zahl ist, die Entwiekelungen für y® und yf” gelten, und sind linearunab- 
hängig, so lange nicht „—a—fß ganzzahlig ist. Es sei daher y nicht gleich 
Null oder einer negativen ganzen Zahl, y—a—/ß nicht ganzzahlig. Nach 
No. 3 und unter Anwendung der dort gebrauchten Bezeichnungsweise er- 
giebt sich nun: 
Die Determinante des Gleichungssystemes (9.) sei D, so ist 
lim ((@—-1)""D)=(C, 
=] 


und (log(=—1)),_, = ni gesetzt, 
dm 3 

R=y-a-ß-1, C=(y-a-P)er— mm Du=yP, Du=-yP. 
Wird nun der reelle Theil von y—a—P durch R(y—a—P) bezeichnet, so 
werde zunächst R(y—a—P) > 0 vorausgesetzt. Dann ist (No. 3 (8.)) 

F\ı on (—a—ß) die N F,ı =(. 
Also wird 
(10.) Cu = limF(o, ß,Y, x). 
=] 


Ist aber in y|” der Exponent y—a—/ reell, so muss nach No. 4 die Potenz- 
reihe in (10.) für e= 1 convergiren und die Constante C,, darstellen. 

Nun ist die Entwickelung (y—1)F(«, ß,y—1,x) Integral von (2.), 
wo statt y steht y—1. In derselben kann y auch gleich 1 sein, wie aus 
der Stetigkeit der in Bezug auf «, £, y rationalen Coefficienten folgt. Dieses 
Integral wird vermittelst der Integrale (4.), worin statt y (y—1) steht, dar- 
gestellt („—a—P nicht ganzzahlig). Daraus folgt, wenn R(y—a—P) > 0 
ist, so wird 

(11) lim(1-2) 1) Flo, B,y—1,2)l = 0. 


Es hat aber Gauss in den disquisitiones circa seriem infinitam: 








Ru 
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144 2 + die Relation aufgestellt 


/’> 


I)-+( (ya) (y-P)zFlo, P,y+l,2)—-7(y-1V)(1-z) Flo, P,y-1l,x) = 0. 


Sn v(y—1-— (2y o—P—1)x) Fia.».y.ı 


Wird nun y—a—/ als reell vorausgesetzt, so folgt aus (11.) und (12.) und 
dem vorhin über die Convergenz der Potenzreihe Fe, ,y,1) Gesagten: 


(13.) F(a, B, Y;> 1) ——— T PR: D-F(e Fi 3, Y- L. 1), 


und hieraus 
\ F(o,ß,y,1 
(14.) ” (r-a)(y+l-a)...(y+k-1 -a)(y-Pr+1-P)...(y+k-1-2) Fia., 
(r+1)...rrk-M)r-a-P)lrHl-a-P)...(rk-1-a F P7 
(Gauss \. ec. art. 17). Ferner hat Gauss 1. e. art. 18, 19, 20 die Funetion 
rn | \ EB 
(15.) II) = lim @1)@+2)... GH) 


eingeführt und in art. 20 bewiesen, dass dieses Produet für alle endlichen 


Hk, l 


Werthe 2, ausgenommen die negativen ganzen Zahlen, gegen eine von 
Null verschiedene Grenze convergirt. Zugleich ergiebt sich aus dem ge- 
nannten art. 20, dass dieses Produet für alle diese Werthe z eine einwerthige 
und stetige analytische Function darstellt, die für die negativen ganzzahligen 
Werthe von z unendlich in der ersten Ordnung wird. Für dieselbe gilt 
(Gauss 1. e. art. 21) die Relation 

(16.) II(z+1) = (3+1)/I(z). 


Nun sei «x, =Mode, %,=Mod? und y, reell und positiv und so gewählt, 
dass 1,—a,—/P, > 0 und nicht ganzzahlig, so folgt aus der Uonvergenz der 
Potenzreihe F(e,, P}./ı, 1). dass die Reihe 
17.) (@,-+n)(f,-+n) 1 Be. u Re IA ta tn r1) 
(n-+-1)(y,+n) (a+1)n+2)y+R)o,rRr1) 


wo n eine ganze Zahl >O ist, convergirt. Daher muss 
(18.) limFla, A,y+k,1) = 1 
k=x 


+ 


werden. Gemäss (14.) ergiebt sich demnach aus dem bisher Gesagten, 

dass, wenn y—a—ß reell und >0 und nicht ganzzahlig, y nicht gleich 

einer ganzen Zahl — 0, die für e= 1 convergirende Potenzreihe (1.) dar- 

gestellt wird, durch 

(19) Fa,ß,y,1) = un Fi nn A, 
NG aA) UY-B-1) 

Journal für Mathematik Bd. LXXXVII. Heft 4. 40 














310 Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


(Gauss |. ce. art. 24.) Es werde nun die Funetion 
I(w—1) H(w—u—v—1) 
IHK w—u—1) U1l(w—v—1) 
gesetzt. Diese Function ist, so lange keine der Grössen w, @—u—r, w—u, 


(20.) — Pu, v,W) 


w—v gleich Null oder einer negativen ganzen Zahl ist, eine einwerthige, 
stetige und von Null verschiedene analytische Function jeder der drei 
Variabeln «, e, w. Geht eine der Grössen ® oder ®—a—v in Null oder 
eine negative ganze Zahl über, während »—a und »»—» von Null oder 
einer negativen ganzen Zahl verschieden sind, so wird die Funetion & un- 
endlich. Geht eine der Grössen w—u oder »—v in Null oder eine negative 
sanze Zahl über, während vw» und w@—u—-v von Null oder einer negativen 
ganzen Zahl verschieden sind, so geht die Function & stetig in Null über. 
Werden für «, e, w ganze rationale Funetionen von «&, P, y eingesetzt, so 
ist, solange » und w—u—v von Null oder einer negativen ganzen Zahl 
verschieden ist, 2 eine einwerthige und stetige analytische Function jeder 
der Variabeln «, 9, y. Für die Function (u, v,w) gelten die Relationen 
(21) Pfu,v,w) = Plo, u, w) 
und aus (16.) 


(w— u) (w— 


22. P(u,v,w) = — 
Sn ie w(w—u—v 


> $(u,e, w+l). 


Es ist also, zunächst unter den bei (19.) angegebenen Einschränkungen 
nach (10.) 
23.) Cu = Pla, Pß,Y). 


Nun werde C, aufgesucht. Nach No. 3 ist 


d D) 2 
D . y\ \ D. u; , 


de 
Es werde nun hier vorausgesetzt, „-a—P reeli und 1>y-e-P >0. 
Dann wird (No. 3 (8.)) 

Fi; =, Fı» . (1-2) ap) e-(Ye—P-1mi 


Daher ergiebt sich aus No. 3 (8.) 


Y > mes 1— x MermT d / £ \ 
FR y == lim 1 ( 7 FLAG? P,Y; x) 
et et As | ; \\ 
| = m. TH ArLyHLR, 


Nun ist 
i ee. a 
\ (1—-x) F(e, v—ß, y,- —) 


I 


9% "/ BR 
(29. Fie, P; 7:7) = 


T 


| d-a)F(ß, 7% 7; 7 , 
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und hieraus 

(26.) Fe, P; dA De She Ei u; P,Y, & 
(log(1—x)),-u —() (s. die Abh. des Herrn Kummer Bd. 15 dieses Journals 
p. 54, vgl. II dieser No.). Daher ergiebt sich 


a —— aß , ) ! 
\ Go 2 : lim, \ 2\ F Y Ü, Y z 3, Yı 1 * ( 
/97 r Y\ (y—a- f J 
(Zi \ 3 
— 4 
de I a a, ar. 
= Fiy—a,y-P,y+1,1 


»(7—e—P) 

da die Potenzreihe F(5 
nach (19.) und (22.) 

-aß 


OR \ Br 2 = Mi u ER  - 
2) =. BY rBytl) = Biy-a,y-ß, 


Man hat also, wenn y—a—/ reell ist, 1 > y-a—/ >0, y nieht gleich einer 


‚y-B,y+l,x) für e=1 convergirt. Hieraus 


f} . 


ganzen Zahl, die = O ist, 
‚50 F(a,ß,y,2) = P(a,P,y)Fioa,P, a+P—y+1,1—x 
I+P(y-o, y-P, y)(1l-z)!”Fiy-a, y-P, y—a—ß+1,1—x 


Die Reihenentwickelungen der Funetionen F und die Funetionen $ in (29. 
behalten ihre Bedeutung, so lange y—a—/ nieht ganzzahlig. y nicht gleich 
Null oder einer negativen ganzen Zahl wird. Es soll nun bewiesen werden, 
dass, solange keiner dieser Fälle eintritt, die Gleichung 29.) gilt. 


Es ist 


- ’ ala-+1)...(a+tn—1I)b(b-+1)...(b+n—1 
\F #.d,c,3) = 1+2 = z" 
‚ . r an 1 1 Wr NCcIC+ Ki, CN | 
(30. ) | 
| \ ala-+1)...(a+v—1)b(b-+1)..(b+Vv—I | 
i- £ v.(a.Db.C.2 


31 l 2; (a+v)Ya+v+1).(a+v+n)!b+Vv)\b-+v+1).(b+Vv+n In+1 
(31.) w,(a,d,c,2)= 2 en Ai 
ba Bu a ae 0 (v-A)(v +2)... (9 +1+n)(c+V)(c+rv+1)..(c+r+n 


Die Reihe (31.) eonvergirt. wenn Moda Il, Mode<<r, Moda und Modb 


beliebig sind. Nun werde für Dre in (31.) eingesetzt 
<_ v N 
N a 
u 3( ——), 
a . vn 9 \ v-tn 
v+n 
wodurch 


N (a+v)(a+rv-+1)...(a+v--n)(b+v)(b+v+1)...(b-+v-+n) 
39.) nd (v+1)(v +2)...» +1+n)v(v+1)...(v+n) 


S()E5) EZ) 


40 * 
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entsteht. Da in dieser Reihe a und 5 beliebige positive reelle Werthe, ec 
einen negativen reellen Werth, dessen absoluter Betrag kleiner als » ist, 
erhalten kann, so convergirt auch 


—. (Mod(a)+ v)...(Mod(a)-+v»-+n)(Mod(b)-+v)...(Mod(b) +r+ n) 


33.) = +1) +2)... +1--n)v(v-+H1)...(v+n) 
40 x Mod(—e) \° 5 / Mod(—e) \ RR 
| EI) 2( = ) | (Moda)*+"#", 


Das allgemeine Glied in der Reihe (33.) nimmt die Form an 


„b=0..n-+1 \ 


c=0...%0 7? 


(34.)  (Modz)’*"'&%,,.(Moda)‘Modb)' Mod —e)‘Modz)” 
in demselben sind die Coeffieienten %,,. positiv. Man darf daher, nachdem 
man die Glieder der Reihe (33.) durch die Ausdrücke (34.) dargestellt hat, 
in der neuen Reihe die Glieder mit denselben Exponenten zusammenfassen, 
wodurch man für (33.) die Reihe 
(35.)  (Modz "IK, ,.„(Moda)‘Modb)'(Mod—e){Modz) (a,b,c,» = 0...) 
erhält. Daraus ergiebt sich, dass auch die Reihe 

36.) zr'_rK..ab’(—c)2" (ub,e,n=0...x) 


convergirt und gleich der Reihe (32.), also w,(a, b,c,z) ist. Nun werde 


r, Ya 13 
— wu) 0 90 „,‚T u ar 0/90 „‚I _—_  {q,B) 0/20 ‚1 
37. la = n 2,0. P y; b= Roi By, = - 2,0, DY 
a; 
| a. eh...) (0,0,T=V...r) ,0,7=V...n) 


vesetzt, WO 


(38.) 2 Modz£Ü.,(Moda,)'(Mod/P,)’(Mody,) = vr, <rv 


(0,0,7 0.r.) "0,0,T \ 
Mode = Mod«,, Mod? — ModP,, Mody = Mody, 
sein soll. Wird 


5 Modx<“ 


0,0.1 
(0,0,7=U..r,) " 


2 Modz{),(Mode)(Mod/)’(Mody)' statt Modb, 


(Mode) (Mod/)’ (Mody)' statt Moda, 


),0,T 
(0,0,7=U..r,) 
&  Modz“), (Mode) (Mod) (Mody)’ statt Mod-e 
(0,0,7=)..1r3) er 


in (35.) eingesetzt, so ist es gestattet, die Glieder mit denselben Exponenten 
zusammenzufassen. Werden daher die Ausdrücke (37.) in (36.) eingesetzt. 
so ist es auch dort gestattet, die Glieder mit denselben Exponenten zu- 
sammenzufassen, wodureh man die Reihe 


39.) SZ. rs (avb,,n=0...oo) 











N 


en 
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erhalte. Es muss auch die Reihe 
(40.) (Modz)”"'&Mode,,.,„ Mode)‘ Mod ?)'(Mody){(Modz)” (a,b,,n=0...x 
convergiren, wenn Moda <= Mode,, Mod#=—- Mod /,, Mody = Mody,. Mods <1 


ist. Für diese Werthe von «, £, y, 3 stellt die Reihe (39.) die Funetion 
w,(a,b,ec,z) dar, worin für a, b, e die Ausdrücke /37.) stehen. Bezeichnet 
man nun irgend eine der vier Variabeln «, 5, y, 3 durch «, so folgt aus 
40.), dass die Reihe (39.) nach aufsteigenden Potenzen von » angeordnet 


werden darf und die Function w,(a,b,c,z) darstellt. Es hat sieh also er- 


geben, dass die Function w,(a, b,e,z), worin a, b, e die Ausdrücke (37. 
sind, durch die Reihe (39.) dargestellt wird, und eine einwerthige und 
stetige analytische Funetion jeder der vier Variabeln «, ß, y, z ist, wenn 
Mod« = Moda,, Modß = Modf,, Mody — Mody,, Modz<<1 ist, wo 
Mod«a,, Mod/f,, Mody, mit » durch die Relation (38.) zusammenhängen. 
Wird in diese Funetion w, für z eine einwerthige und stetige Funetion von 
x eingesetzt, die in einem gewissen Gebiete von z die Bedingung Modz< 1 
erfüllt, so ist w, auch eine einwerthige und stetige analytische Funetion 
von z in diesem Gebiete. 

Nun soll in der Gleichung (29.) jede der Variabeln «, ?, y unabhängig 
von den anderen ein solches Intervall im Reellen durchlaufen, dass für 
alle Werthe «, PA, y die Bedingung 1 > y—e—P >60, y nieht gleich einer 
eanzen Zahl, die — 0 ist, erfüllt ist: = möge reelle Werthe erhalten und 
ein Intervall durchlaufen, so dass Oo << 1 ist. Dann ist für diese Strecken 
der vier Variabeln «, 5, 7, x die Gleichung (29.) bereits bewiesen. Nun 
werden die Functionen in (29.) als analvtische Funetionen successive jeder 
der Variabeln «, ?, y betrachtet mit Hülfe des über die Funetion w, (31. 
vorhin Bewiesenen. Da die Gleichung (29.) jedesmal für eine Strecke einer 
solehen Variabeln bereits bewiesen ist, so wird die Gleichung ausgedehnt 
über das Gebiet, worin die Funetionen in 29.) einwerthige und stetige 
Funetionen derselben Variabeln bleiben, demnach für alle Werthe «, %,y be- 
wiesen, solange nicht y—a—/ ganzzahlig und 7 gleich Null oder einer 
negativen Zahl ist. Zuletzt wird bei fixirten Werthen «@, ?,y die Gleichung 
für beliebige Werthe von r ausgedehnt, wofern die Funetionen von z auf 
demselben Wege fortgesetzt und dabei keine singulären Stellen über- 
schritten werden. 

Ueber das Verhalten der dureh die Reihe (1.) ausgedrückten Function, 
worin @ oder 3 nieht eine ganze Zahl — 0 ist, bei unendlieher Annäherung 
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von x an 1 ergiebt sich, wenn y—a—/ nicht ganzzahlig ist, aus ‘29.), indem 
der reelle Theil von „—a—ß durch RN(y—a—P) EUREN wird: 
Rr-a—P) >06, lim F( (a,P,y,2)=#(o,ß,y), 


(41) (RY-a-Pß)< 0, ei 


— mu mn 


\NY-a—P)=0, Fla,P,y,x) bleibt endlich für imx=1, 
ohne sich einer bestimmten Grenze zu nähern. Ist. y—a—/ reell und > 0, 
so convergirt die Reihe F(«, ß,y, 1) nach No. 4, ihr Werth ist $(«e, P,y). 
Es sei y—a—P ganzzahlig. Ist „-—a-? >0, so ergiebt sich nach No. 4, 
dass die Reihe F(«, P,y, 1) eonvergirt. Denn die beiden Wurzeln der Ex- 
ponentengleichung bei e=1 sind 0 und die ganze Zahl y—a—P>0. Der 
Differentialgleichung genügt die Entwiekelung (4.) y5’. Von dieser linear- 
unabhängig besteht bei e=1 ein Integral y,. welches zum Exponenten 0 
gehört. Kommt in demselben log (2 —1) vor, so ist dieser Logarithmus mit 
y“ multiplieirt, und der vom Logarithmus freie Theil muss zum Expo- 
nenten O0 gehören. (Vgl. das in No. 3 nach (7.) Gesagte). Wird ver- 
mittelst dieser beiden Integrale Fi«, ,y, x) dargestellt, so ergiebt sich, dass 
lim F @,P,y, x) einen bestimmten endlichen Werth hat, und es folgt aus 


Zu Darstellung von F« ‚ß, Y;% ), wenn man auf F a,P,y,& für Mod x)= 
das Verfahren von No. 4 anwendet, dass die Reihe Fe, ?,y, 1) convergirt. 
1 


oehörende linear- 


oO 





Ist „-0o—=0, so sind die beiden Wurzeln der Exponentengleichung bei x = 
eleich Null. Es giebt dann zwei zu dem Exponenten Null 
unabhängige Integrale bei z=1, von denen in dem einen log(2—1) vor- 
kommt. In der Darstellung von F(«e, ,y, x) durch diese beiden Integrale 


kommt log (e—1) vor und lim F(e,P,y,2)=®w. Denn sonst wäre F(e, por ‚*) 
—E 


allenthalben im Endliehen einwerthig und stetig, und weil für =r"', t=0 
diese Function ein reguläres Integral von (2.) ist, so wäre sie eine ganze 
rationale Funetion, also « oder 5 eine ganze Zahl —0. Da die Entwickelung 
(Y—-1VFe,P,y—1,x) Integral von (2.) ist, wo y—1 statt y steht, auch für y = 

so folgt, wenn y—a—P ganzzahlig und > 0 ist, aus den vorhin Age? ER 
Darstellungen dieses Integrales bei 2 =1: lim (1-z)!(y—1)Fe,P,y—1l,x)| =. 
Daher ergiebt sich, wie oben (12.) bie 19.), wenn y—a—p ganzzahlig 
und >0, F(a,P,y,1)=#P(e,ß,y). Ist y„-a-P <V, so folgt aus (26.): 


lim Fe, P,y2)=%. Wenn « oder 8 eine ganze Zahl —O ist, so ist 


(( 11) bis (19.)) F(a, P,y, 1) = #l(a, P,y). 








pP 





{ 
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| yy u + lay”, 


b.) (42.) | du Br "IR 


(2) 
+0, 


- Loss 


dx dx dx 


Die Entwickelung für yS’, behält ihre Bedeutung, so lange nieht 2—y 
gleich Null oder einer negativen ganzen Zahl ist, die Entwiekelungen für 
y\> und yS” gelten und sind linearunabhängig, so lange nicht y—a«—P 
zahlig wird. Aus a.) sind gegeben C, F,,, F,, (bei (10.)), Fa. Fi, bei (24.): 
dabei werde „—a—Pß als reell und 1>y—-a—/ß>0 vorausgesetzt. Es 
ergiebt sich: 


(43) C,=Fl(a-y+1,9—y+1,2-7,1)= $(a-y+1,ß-7+1,2-7), 


/ 
. A—a)tert d , Bw y 
lim | Fe > = 'Fle—-y+1,P—-y+1,2—y,2)| 
m GEHT HE (a y-HA—y Hi) zo ‚ Ben BR 
pr lim pn a rg - Fla—y+2, P—y+2, 3-7, 2)( 
4.) = (= (vgl. (26.)) 


rd) BL 1-83 1 a 
(1-a,1-ß,3-y,1) = (vgl. (19.), (22. 
(+ B- 2-9) ee u ) 


$(l1—a,1—-P,2—y). 
Man erhält also, wenn y—a—/ß reell und 1>y-e-—-P7>>0, 2—y nicht 
gleich einer ganzen Zahl — 0: 

="? F(a—y+1,ß—-y+1,2—y, z) 
(49.) | = $(a—y+1, ß-y+1, 2-7) F(o, P, a+ß—y+1, 1—r) 
r DB(1-—a, 1—ß, 2-y) 1a) "PF(y—a, y-P,y-—a—P+1,1-e). 

Die Reihenentwickelungen der Funetionen F und die Funetionen & in (45.) 
behalten ihre Bedeutung, so lange y—a@—/P nicht ganzzahlig, 2—y nicht 
gleich Null oder einer negativen ganzen Zahl wird. Durch das bei (29,) 
angewandte Verfahren ergiebt sich, dass, solange keiner dieser Fälle ein- 
tritt, die Formel (45.) gilt. 

e.) (46.) yD = Guy rl. 
y\’ soll längs der Linie Z in positiver Richtung zu e=x fortgesetzt werden, 
(vgl. No.6.d.)) Nach No.1 (Schluss) wird = ' gesetzt, dann entspricht dem 
Punkte 2=1 der Punkt t=1, dem Punkte e=x der Punkt i=0, hierauf 
t=1-5$, so dass dem Punkte e=1 der Punkt $=0, dem Punkte 2 = x 
der Punkt <=1 entspricht. Die Integrale y|”, yl” und y\” sind als Fune 


tionen von $ auf der Seite der durch <=0 und 5=1 gezogenen Geraden, 
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auf welcher die den complexen Ausdrücken mit positiven Üoeffieienten von 
i entsprechenden Punkte liegen, zu nehmen und y‘” längs dieser Geraden 
von S=0 zu {=1 fortzusetzen und durch yY und y“” auszudrücken, 
wobei No. 3 in Anwendung kommt. 

Man erhält 


| y» = F(a, P, a+ß—y+1, 1—x) 
= F(a, ß, ++, ; 5 )= (1-8) F(a, a—y+1,a+ß—y+1, &) 
(vgl. (25.)) und 

(48.) ” 


(47.) 


9 = (1-$)" F(o, a—y+1, a—ß+1, 1-8), 

y® = (1-SPF(ß, B—y+1, B-a+1, 1-8), 

wo in (1-5)° = e!=09 und (1-5) = ef, (log(1-9));,= 0 zu setzen 
ist; @+2—y+1 nicht gleich einer ganzen Zahl, die O0 ist, «—-P nicht 
ganzzahlig. 

Nun hat man 
[| 5° = ui’ + Ca" 
(49.) Ay) dy®) dy®) 


dE an C,, d£ -+ 12 de 5 
Nach No. 3 wird 


R=a+ß—1, C=(B-a)e-tPmi 


wo (log($—1)):-. = ni gesetzt ist, 
d 
Du=-59®, Da= 9. 


Es werden « und / als reell, « < 9 vorausgesetzt. Dann ist 


F,, ei Bee+Ami (1-5), F,, a em. ge, 
Daher 
Lim | . F(a, &—y+1,a+ß-y+1,&) 


> 


1—Hele+1— 
(50) Cu=|T W-e)e+h— —, Flo+1,a—y+2,0+-7+2,8)| = (vgl. 11), 


| lim F(e, e—y+1,0+ß—-y+1, 5) 
— (vgl. (19.)) Pla, a-y+1, a+P—yY+1). 
Ferner ist 


d (3) 


DD: — ur: Yı, 


Es sei 1>P-a>0. Dann ist 
Fu m — ae t+Mri(1- 5) ß, F.: u e(+Mri 15) Pr 


3 
DD, =”. 





Daher 


N lim | Er (1-5) Flo, a—y+1, a+9—y+1, 8) 
1, ' * _< 
u Mn vun he 2 a F(a+1,a—-y+2,a+—Y 2,5, = ((26.), (19.)) 
(51.) C.= (P-a)(a+-y+1) is 
re $(P—Y+1,P, e+p—y+2 
| = b(ß—y+1,P,0+P-y+1), (22.). 
Also wenn o, P als reell, 1 >> P—a > 0 vorausgesetzt werden, +9 —y+]1 
nicht gleich einer ganzen Zahl 0, so ist: 
(1-5) F(o, a—Yy +1, a +N- v+1, 5) 
(92.) 4 $(o, a—y+1, a+9—y-+1) (1-5) Fio, a—y+1l,a—p+1,1—5 
n +& (PB, B-y+1, e+P-y+1) 1-SPF(ß, P-y+1, P-a+1, 1-3). 
. Die Reihenentwickelungen der Funetionen F und die ee $ in (52.) 
behalten ihre Bedeutung, so lange «e—/P nicht ganzzahlig, «+%—y+1 nicht 
gleich Null oder einer negativen ganzen Zahl wird. Durch das bei (29.) 
angewandte Verfahren ergiebt sich, dass, solange keiner dieser Fälle ein- 
tritt, die Gleichung (52.) gilt. Aus derselben folgt alsdann: 
| F(o, P, a+P—y+1, 1—x 
(53.) (—= bla, o—y+1, a+P—yY+1)2”° Flo, a—y+1, a—P+1, 2”) 
+»(P, P-y+l, a+ß-Y+1)2”’F(P, B-y+1l, P-o-+l, ="), 
solange «@—/P nicht ganzzahlig, &+P—y+1 nicht gleich Null oder einer 
negativen ganzen Zahl ist. 
d) 54) m’ = Guy + lage”. 
Dieselbe Transformation wie in e.) ist vorzunehmen. Es ist 
y”> = (1-2) PFly-a,y— mr y—a—j- u X) 
| (55.) — - (5 ) F(y- y—P,y-—a—ß+1, ar ’—-) 
= eletP-Nni rap (1 £)° “ge 1—/, 7-ae—P+1, 8) 


(vgl. (25.)), wenn 
log): =0, (log(d—-1)); „= ni, (log(1—-$));.. = 0 


gesetzt wird, „—a—ß+1 nicht gleich einer ganzen Zahl — 0, «—/ nicht 
ganzzahlig. 
| yY = (, yı+ CyyS) 
(56.) dyy? AR C dy\”) 1 C, day 
| d: 
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Aus ce.) C, Fu, Fi, Fir, Fi, gegeben, wobei «, 2 als reell und 1>ß-a 0 
vorausgesetzt ist. 


Prag FE PFy-8,1-ß,y-a-ß+1,9 


B—a 


| + nn re -HFY—B,1-ß,y-—a—ß+1, 8 


(D7.) C,, = ( \ 
’ - AA- P) ey-a--ß/ e\E [ / / DEN 
Tea Be AS FY-P+1,2-,7—a—ß+2,5)| 
= (vgl. (11.), (19.)) 
et ß Puß(y— P, 1—-P,y —0— +1). 
lim e(“* Pß Ee Zi Er-e—P (1— Fly, 1—/, y—-a—P+l1, 8) 
Pe rue it de (1-£&° -3+1 F(iy—-P, 1-7, yv—a—ß-+1, 5) 
B— 
-AA- ae FE j 
. - (Bakr-ach, TA-HTHRG-B+L2-B,7—0—ß+2,8)) 
ter, = (vgl. (26.), (19.)) 
mi  KF-MA—B) 
(@a+ß y)ni 7 PIC (2) Y 
! @-r—a— 4) Te, 
(vgl. (22.)) 
e‘® +ß-y)mi b(1-a, ya, y-a—P+1). 


(58.) + 


m 


‚y-a-P+2) 





Ks ist also, wenn «, ? reell, 1>P-—ea >0 ist und „—a—Pß-+1 nicht gleich 
einer ganzen Zahl = 0, 
ri A 1-5)"F( v—ß, 1— 3, y-a—P+L1l,: 5) 

59.) (= e+PreiB(y—P,1—P, a an e—y+1,0a—ß+1,1-$) 

+ ePrricb(y—a, 1—a,y—a—B-+1)1-E)Fiß, ß—y+1,B—a+1,1—:8) 
worin die Entwickelungen der Funetionen F und die Functionen & ihre 
Bedeutung behalten, solange «—/ nicht ganzzahlig, „—e—ß+1 nicht gleich 
einer ganzen Zahl, die — 0 ist. Solange keiner dieser Fälle eintritt, gilt 
die Gleichung, wie aus dem Verfahren bei (29.) folgt. Aus derselben 
ereiebt sich 


FR 


1-21" F(y-a,y—P,y-a—B+1, 1-2 = et, 
60.) (U= bly-P, 1-P,y-—e—P+1)2” F(e, a—y+1,o—P-+1, 27") 
| + (y—a, 1—o, y—a—ß+1)2’F(P, P—y+1,P—c+1, ec"), 
welche Formel gilt, solange e&—/ nicht ganzzahlig, „—@—P-+1 nicht gleich 


einer ganzen Zahl, die = 0 ist. 








wi, 
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e.) (61.) yY u Cıyi +Cny 


y( wird längs L in positiver Riehtung zu x = 0 fortgesetzt, 8. No.6 d.). Nach 
No.1 (Sehluss) wird 2=1-+u, u = ; gesetzt. dem Punkte 2= x entsprieht ! =, 
dem Punkte £=0 !=-—1:; hierauf f = 5, 80 dass dem Punkte r=x =1(), 
dem Punkte 2=0 5=1 entsprieht. Die Integrale |”, y\’ und yS’ sind auf 
der Seite der durch <=0 und E=1 gezogenen Geraden zu nehmen, auf 
welcher die den complexen Ausdrücken mit positivem Üoetficienten von 
entsprechenden Punkte liegen und yı’ von <=0 zu s=1 hin längs dieser 


) 


Geraden fortzusetzen und durch y} und y| auszudrücken nach No. 3. 


/ y\ _— 2% Fia, e—y-+l, FOR B- 6: r 1\ 
a0 \ & ”v ” ” N * £ 2... oo “7 
(62.) | == ( EG ) F(o, e—-y+1l,e—-P+1l, ur? km vel. (25. 
u Fie, v—ß, a— 5 - 1. &). 
(log), =0, (log(—1)); „= ni gesetzt. 
/ 1 
\ y.=F(a,ßP,y,2 F\o,P,7 —) 
‚ni } () u | Y n i ar L I .) Zr z 
(63.) Y; ==> 5 I 0 / I 1. [F / 1. [4 /' 4 
E (&E—1)' ig Fo r +1, 7 r1,2—y, t ) 
@—ß+1 nicht gleich einer ganzen Zahl — 0, 1—y nicht ganzzahlig. 
Dann hat man 
yı . ©, y\ A Gy’ 
(64.) | dy‘ l dy‘') ( dy\ 
d£ : d£ d£ 
y 4 i d m N 
Nach No.3 wird: R=-y, C=1-y, Du: Eye, D,, ys’. Es sei 
1—y reell und >0. Fu=1-7, F,=0. Daher 
(69.) G„=e Ei 0,77 P; 0 — 4 L.D-e"Dfe, Y P,@a—P-+1l). 
d i ’ 
D»=-— je! 1, Da=yi. Es sei 1—y reell und 1 1I-,>V. Fn=V$, 
FF.» = (&-1) = er" (1-5), (log(1—$)):-„=0 gesetzt. Daher 
er Re (y 3 
limer-d= 1-Eye UVP __ MKo+ly—B+1,a—ß+2, 8 
| N Ki (1—y)(« P-+1) an BR . 
a vel. (26.). (19.) 
(66.) Cr —— ( 3) on 
\ won [47 Be 
TER ABER u $(i1-—-P,0o—y+l1l,e—P-+2) 
(1—Y)(a—P-H1) ; 


= em" p(1—P,a—y+l,e—P+1). (22.) 
41* 
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Es ist also, wenn 1—y reell und 1>1-y7>>0, @«—P+1 nicht gleich einer 
ganzen Zahl — 0, 
BEE ie mi äh | | N 
er &@Fla,y—P,a—P+1,5) = e”* b(a,y—ß,e—ß+1)F(e,ß,7, ) 
(67.) He me B(1—P,a—y+1,ae—P-+1) 


ee STH F(o-y+1,B—y+1,2-7, ZT ); 


welche Formel man noch mittels der Gleichung 
4 

> k n I ce \ u f A 

F(«, P, Y> & -) Kir Fe, Y’-PsY5 1-5) u SPF(P, 77%75 1-5), 
die sich aus (25.) ergiebt, umformen könnte. In (67.) behalten die Reihen- 
entwickelungen der Functionen F und die Funetionen & ihre Bedeutung, 
so lange 1—y nicht ganzzahlig, e—P+1 nicht gleich Null oder einer 
negativen ganzen Zahl is. Nach dem bei (29.) angewandten Verfahren 
ergiebt sich, dass so lange keiner dieser Fälle eintritt, die Gleichung (67.) 
silt. Aus derselben folgt: 
=" Fa, a-y+1,a—-P+1,2”) = e”"bla,y—P,a—ß+1)F(e,ß,y, x) 
He B(1—P, a—y+1, a-P+1)e""YFla—y+1, ß—y-+1, 2-7, x), 
so lange 1—y nicht ganzzahlig, e—/P-+1 nicht gleich Null oder einer 
negativen ganzen Zahl. 


(68.) 


f.) Aus (68.) ergiebt sich durch Vertauschung von « mit Pf: 
a PF(P,B—y+1, P-—a+1, 07") = ef" &b(P,y—a, B—a+1)F(e, , y, x) 
tere b(1—a, P-y+1, B-a+1)e' 7 Fla—y+1, B—y+1, 2—7, ©) 


gilt, so lange 1—y nicht ganzzahlig, ?—e+1 nicht gleich Null oder einer 
negativen ganzen Zahl. 


(69.) | 


Es sollen nun die inversen der Substitutionen A aufgestellt werden. 
g.) MV) = Cuyiıt+lay”. 
yı ' wird in negativer Richtung längs Z zu 2= 0 fortgesetzt, No. 6 d.); = 1-—:. 
1) yı=Fla,P, a+P—y+1, 1-2) = Flo, ß,a+P—yY-+1, 9). 
( yDv =F(e, P,y, x) = F(e, P,y,1-$), 
(72.) ys’ = 27 F(a—y+1,P—7+1,2--Y,%) 
= 1-9'7Fla-y+1,8-y+1,2-7,1-3) 





(log(1—$));-, = 0 gesetzt; die Integrale y{”, yi” und y sind auf der Seite 
der durch <= 0 und 5=1 gezogenen Geraden zu nehmen, auf welcher die 
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den eomplexen Ausdrücken mit negativen Coefficienten von ö entsprechenden 


Punkte liegen, und y‘” längs dieser Geraden von =0 zu ©=1 hin fort- 
zusetzen und durch y}' und yS’ auszudrücken nach No.3. 1-—y nicht ganz- 


zahlig, @+P—7y+1 nicht gleich einer ganzen Zahl =. 0. 
| yı = Cuyı’+C2y2”, 
(13.) day) C dyD) dy\)) 
| - er eier x 
Nach No. 3 wird A=—y, C= (1-y)e'r", (log(S— l))e-, = —ni gesetzt; 
Du = 1: y, Du=-y®. 1-y sei reell und >0. Fu = (1-yleri, 


F,=0. Daher wird 
(14.) Cı=F(a, ß, ge 1)= Bla, P,a+P—y+1). 


Da=- m: yi’, D.=yi”. 1—y reell und 1> >0. Fa=0, F,=et"(1-E)r. 
£ | 
n (1— y Su 
| lim | — 52 ee — (vel. 26.) 
. @. . IN 
lim | HO-mBıEI F(a-y+1,P—y+1, e+P—y-+2, 3} 


a.ß 
RRIEBNEN...... $b(a—y+1, P—y+1,0+ß—y+2) (19.) 
(—1)(a+ß—7-+1) eo a u ii 

= $Pla—y-+1, P-y+1,a+ß—-7+1) (22). 
Es ist also, wenn 1—y reell und 1>1-7>0 und «@+ß—y+1 keine ganze 


Zahl = 0 ist, 
(76.) | F(e, P, e+P—y+1, S) = (a, P, e+P—y- 1 F(e, P Y 1—$) 

+P(a—y+1,d—y+1,0+B—y+)A-5)'TFla—y+1,B—y+1,2—y,1—8). 
In dieser Formel behalten die Reihenentwiekelungen der Funetionen F und 
die Funetionen & ihre Bedeutung, solange 1—y nicht ganzzahlig, «- P—r+1 
nicht gleich Null oder einer negativen Zahl. Solange keiner dieser Fälle 
eintritt, besteht die Gleichung (76.), wie sich durch das bei (29.) angewandte 
Verfahren ergiebt. Aus derselben folgt 


F(o, P,a+tP—y+1,1-2)= (a, Pß, a+P—yY+1)F(e, P,y, ©) 
+ P(ae—y+1,ß-y+1, a+ß-y+1)2'7 F(a—y+1, B-Y+1, 2—Y, €), 


F 


(77) 


solange 1—y nicht ganzzahlig, «@+ß—y+1 nicht gleich Null oder einer 
negativen ganzen Zahl. 


h.) (78.) y\ = C.yı +Cayt. 
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Wie in g) e=1-$, daher 
> = (1-2) PF(y—o, y-ß, y-a—ß+1,1—x) 
79.) 4 | YP5Y 
= SMF (ya, y—P, y-—a—ß-+1, 8), 
5) = 0 gesetzt; alu nicht gleich einer ganzen Zahl < 0, 
‚c, En Fi, Fo, Fi aus g.), 1—y reell und 1>1-y>0. 
C, = F(y-o, y-P, y-e-P+1l,1)= Ply—a, y-B, y-a-ß+1). 


|@=eXr- 8 
er Key ger 


= im | __e 9 
8) = 5 @-NME—e—AH) 


I" _ GER) _B(1-B,1-0,y—a-ß+2) (19,) 


4 JE (y-a+1,y—-P+1, y-—o—ß+2, &)\ 
F(1-ß, 1—a, y-o—ß+2, 5)\ 


Goa) 
= b(1-ß,1-0,y—a-ß+1)  (22.). 


Daher, wenn 1—y reell und 1> 1-7 >0, y-—a—ß+1 nicht gleich einer 
ganzen Zahl — 0, 


| 5 n "F 7 0, u P, y—a—j)- 1, 5) 


y—o—ß+1)F(a,P,y, 1-5 


- 


(82. 


2 
ei 


=@(y-a,Y—ı 
+ D(1-e, 1—-P, y-—a—PB+1)(1-5)TF(a—y+1,d—y+1,2—y, 1-8), 
in welcher Formel die lteihenentwickelungen der Functionen F und die 
Funetionen 2 ihre Bedeutung behalten, solange 1—y nicht ganzzahlig, 
y-a-—-P+1 nieht gleich Null oder einer negativen ganzen Zahl. Nach dem 
Verfahren von (29.) ergiebt sich, dass die Gleichung gilt, solange keiner 
dieser Fälle eintritt. Aus derselben folgt 
(1—-.2)7°® TER y—P, y-a—ß+1,1—x) 
= $(y-o,y-P,y-a—-P+1)F(e, P,y, &) 
+»(l-e, 1—, TE P-y+1, ur 7 ne 
solange 1—y nicht ganzzahlig, „—a«—P-+-1 nicht gleich Null oder einer 
negativen ganzen Zahl. 
. \ (3 Y 3 
i.) (54.) yi u Guy‘ + C.y2. 


\’ wird längs Z in negativer Richtung zu =» fortgesetzt, No. 6 d.). 


Yı 
Nach No.1 (Schluss) wird = 1-+u, u= ‚ gesetzt, dem Punkte = ent- 
spricht = —1, dem Punkte =» !' = 0, dann ?=5$-—1, so dass dem 
Punkte 2=0 entspricht = 0, dem Punkte z=x»x 5$=1. Die Integrale 


- 
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() sind auf der Seite der durch <=0 und S=1 gezogenen 


y’, yı> und y: 
Geraden zu nehmen, auf welcher die den complexen Ausdrücken mit nega- 
tivrem Coefficienten von i entsprechenden Punkte liegen, y\ ist längs 
dieser Geraden von $=0 zu S=]1 fortzusetzen und durch y” und 


auszudrücken. 
c 
y® = F(a, ß,y, x) = F(a, ß,y, 2°.) = (1-8) F(e,7-8,7,9), 
ai w e. u : —1 
8.) (yP=e(1-8)S F(e, a—y+1,a—P+1, ); 


Ä EN en a 
Ip = e"(1-S)PSTF(P,P-y+1,P-o+l, ), 


S 
wo (log(1-$8)):-, = 0, (log$);-, = 0 gesetzt ist. @—P nicht ganzzahlig, z 


nicht gleich Null oder einer negativen ganzen Zahl. 


BE Ü (3) ı 
| 9 = CuYyı + Cr 
(86. tu ‚ dy®) Ayo) 
BE — uTgE T YnTe 
Nach No.3 isst R= a+ß-1; C = P-e, (log(S—1)); „= —ni gesetzt. 


d R u . 
Du Gr y”, Du=-yV. Es seien «@,  reell, #—-«@>>0. Dann ist 


Fn=e"B1-9-, Fu=e"(i-H-, 


Daher 
ai] B—a N, Pr MM 2 u. j @(y j AA - &) Y a + nr - 
ne { _, Pla,y- Hyfss)T (d—a)y , a+1,7-P+1,y+1,$ \ 
Q7\N zn 
(SL.) C, — \— (vgl. (11.)), 
lime*"F(o, -, 9) =e"bla,y-P,Y) (vel. (19. ). 
= ar 
d @) 3). . 2 
Da =-— 72 90, Da =yi”; es sei 1>P—-a>0, 
F» = -e’" a (1-5), F, = -e’" (1— 5) Pr 
- ni} Eu. ra 1 &Na—do/ . we 
era ! B-a 1-45) f MY TPs 75 >) 
) Y a.(y— P) vr N / » 
55.) U, = - Zar (1— FH Fa \ 1,y—-P+ l,y 1 Ss = (26.), (19.)) 
3 & v—ß ! A An: F .)% 
P: 2 no; b(y-a, B,y+l)=ef"&b(y-e,ß,y). (22.) 
! 


Also wenn «, 3 reell und 1>ß-«e>0, y nieht gleich einer ganzen 
Zahl < > u) ist, 
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(1-5)"F(a, v-ß, 7> 5) 
. \ „uni eN\a c-a / 1 
(89) |= e"PBla,y-P,y)e" (1-5) F(«, e—y+1,a—P+1, ) 


(teiblß,y—a, yet" A-HPEP FB, B-y+1, B-cH1, _ ), 
eine Formel, die man noch vermittelst der aus (25.) sich ergebenden Relation 
F(e, P, 7> )= SF’e, v-ß, 7; 1-35) w_ EPF(B, 778,75 1-5) 
umformen könnte. Die Reihenentwickelungen der Functionen F und die 
Funetionen $& in (89.) behalten ihre Bedeutung, solange d—e« nicht ganz- 
zahlig, 7 nicht gleich einer ganzen Zahl —O ist. Solange keiner dieser 
Fälle eintritt, besteht die Gleichung (89.), wie sich nach dem bei (29.) 

angegebenen Verfahren ergiebt. Aus derselben folgt: 
F(o, ß,y,&) = e"Pla,y—-P,y)z”"F(a, a—y+1,c—ß+1, x”) 
+e"B(B,y—eo, y)e”F(ß, B-y+1l, B-e+1, 2"), 
solange «&—/ nicht ganzzahlig, y nicht gleich Null oder einer negativen 
ganzen Zahl ist. 
k.) (1) yP = CHyH+lnyN. 
Dieselbe Substitution wie in ©). Es wird 
| 27 F(a—y+1,ß-y+1,2—y, x) 
(2) = (= ET 'F(ey+1, B-y+1,2—7, ee ) 
= er 7 (1-8) F(a—y+1,1—Pß, 2—Y, $), 
«—/ nieht ganzzahlig, 2—y nicht gleich einer ganzen Zahl — 0. 
| y»? = O.yP+layN, 
(93.) | | dy'® 0, Ay 
d£ Ad u 
Aus i@.) R, C, F,,, Fi. Fir, F» gegeben, wobei «, 3 reell, 1 > P-—a >0 
sein soll. 


(90.) 


—— 


m 
Br B=a 
+ GP AH Fl@-y+1, 1-8, 2-7, 8 


9) G= YAM) My /1_E 
= (vgl. (11.), (19.)) 


erde p(a—y+1, 1, 2—Y). 


SYF(a-y+1,1-ß, 2, 5) 
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‚\-a+o 


° B- 4 .. 7 Anm, . > 
lim er ET (1-8) PFla—y+1,1-—ß,2—y, $ 


E&: 1 P—a 
1, 10 
il, u_y, re? I N/ EURE VIE nu, ’) BB h- 
B—a u 4 | 1 - ' I I& / N 1. l [?» —_ fi % - 
(95.) C5, =\ hin (@ d ’ r 1) e P) & Y( 1—E st ade F GA—Y .2 2 ) 3 YV 3) 
f4' ‘ PY e u ‘ na Sad di 
m 
3% (a—y+A)(1- ’ a\\ 
u e'? } rl)nmi )( ) BD l—a,/ I—y- 1.3 N ((26. ci 19.)) 


(m A. » ß ü 
= et p(1-a, B—y+1,2—y). (22.) 


Es ist also, wenn «, 3 reell und 1> P-a >00, 2-7 nicht gleich einer 
[ [ / - 
ganzen Zahl —- 0. 


| ei ar (1-5) Fla—y+1,1—P, 2-7, & 


| Leß-r+Dnigp By 1 1-0, 2 Ye Pre 1-EPHB,ß er) 


In 


In dieser Formel behalten die Reihenentwiekelungen der Funetionen F und 
die Funetionen $ ihre Bedeutung. solange A—e« nieht ganzzahlig, 2—y nicht 
gleich einer ganzen Zahl — 0. Solange keiner dieser Fälle eintritt, besteht 
die Gleichung (96.) gemäss dem Verfahren bei (29... Aus derselben tolgt 
| 27 F(@a—y+1, P-y+1,2—Y, £) 

| etDuip(a—y+1,1—ß,2—Y)2" Flo, a—y+1l,a—P+1,2” 


ir 
+ e@drtDrip(A—y+1, 1—a, 2—y) 2? F(ß, B—y+1, B-a+1, 2"), 


’ 


(97.) 


solange @—/ nicht ganzzahlig, 2—y u u Null oder einer negativen 
ganzen Zahl. 

) I) = rl. 
yı’ wird in negativer hichtung längs L zu 2=1 fortgesetzt, No. 6 d.), 
Ks n No. 1 (Schluss). 2=x entspricht £=0, dem Punkte e=1t=1;1=S 


u” = 2” Flo, a—y+1, oa —P+1, 2”) = & Flo, a—y+1, a— +1, & 


’=Ff(e, P, OH ’—y+1, 1- - F(o, ß ‚„O+j I—y- % er 


99, | y 
u y = (1-2) PFlYy-a,y—ß, ER H1,1-x) 


I 


— et e-Pmi Er a—p 


rn 


EIER R &—1 

u. AF\y-a, y—-,y-a-P+1, — ) 
(log(1-H)..=1, (logS);., = 0 gesetzt; die Integrale yi”, y!’ und yS” sind 
auf der Seite der durch <=0 und $S=1 gezogenen Geraden zu nehmen, 
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« 


auf welcher die den complexen Ausdrücken mit negativen Coeffieienten von 
i entsprechenden Punkte liegen, und y{” ist längs dieser Geraden von $= () 
zu S5=]1 hin fortzusetzen und durch yY und y$> auszudrücken. y—a-—ß 
nicht ganzzahlig, @&—-ß-+1 nicht gleich einer ganzen Zahl <O. 
Pi a 
100.) dyß) 
de 
Nach No. 3 wird 
R=y-a-ß-1, C=y-a-8, (lgE-D).- ai 
gesetzt, 
Du = 


y—-a—/ sei reell und > (0, 
F,. = y—a—j), F\. —(), 
(101.) C., == F(e, e—y+1, a—P+1, 1) —— (o, e—y+1, e—P+1). 
d 
de 
y-a—Pß reell und 1>y-a-P >0. 
F.; = 0, F.= — tr u 1 —(y- -a—ß) 
alarm 


1 Ai -a—p)ri EEE 
Be Fear ne aa &F(a+1l,a—y+2, a B-+2,8), 


(192) =!L Y-a—p)ai_ ala Yy+1) e HR Ä 2 5 Q%\ 
| a se en PAR r7P,a-P+2) ((26.), (19) 


\= e(y-e-P)ni [0 (1-9, yv—/, 0—/I+ 1). (22.) 


Wenn also y—a—/ reell und 1>y-e-P >00, und @&—ß+1 nicht gleich 


D.=— D.= yı. 


einer ganzen Zahl — 0 ist, so ist 


| & F(a, a—y+1l,a—P-+Hl, 5) 


i re TE Bi \ ‚v Me) u Mn, 
=> bio, 0) +1. c +1 ) BR fd, % HD Yı 1. 


Er Pricpı 1—/ß, v 


[ZU > si nz 4 
AR Plmi, 1-5)? P& -(} | )F (y-a,y y —/ß, y—a—ß+1, =, 3 ) 


- 


) 2 ı 
i) e—ß5+1) 


(vgl. (89.)). Die Reihenentwiekelungen der Funetionen F und die Functionen 
$ in (103.) behalten ihre Bedeutung, solange y—a«—/ nicht ganzzahlig und 
e—/3+1 nicht gleich einer ganzen Zahl — 0 ist. Baden keiner dieser 
Fälle eintritt, besteht die Gleichung, wie sich nach dem bei (29.) ange- 
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wandten Verfahren ergiebt. Aus derselben folgt: 


1 


x’ Flo, a—-y+1,a—p+1, x”) 
104.) = Pla, a—y+1, a—P+1) Fa, P, e+P—y+1,1-—r) 


+er--Auip(1—8,y—ßB,a—ß+1)(1-2)Y "PFiy—a,y—ß,y—a-ß+1,1-r), 


solange y—a—P nieht ganzzahlig, «—/+1 nicht gleich Null oder einer 
negativen ganzen Zahl ist. 
m.) Aus (104.) folgt durch Vertauschung von « mit P: 


ze F(ß, B—y+1, P-e+1l, 2°") 
105.) (= #B(P, P-y+1, P—a+1) Fe, P, e+P—y+1,1—r) 


+e Mm (1—a, y-a, B-—a+ 1) 1-EV PFlya,y—-P,y—a—P+1,1—x) 


rleich Null oder einer 


gilt, solange „—a—/ nieht ganzzahlig. %—e-+-1 nicht g 
negativen ganzen Zahl ist. 

ll. Es werde nun die allgemeine homogene lineare Differential- 
sleichung zweiter Ordnung mit nur regulären Integralen und drei singulären 
Punkten behandelt, welche Aiemann in der Abhandlung: Beiträge zur 


Y®) darstellbaren Funetionen 


Theorie der durch die Gausssche heihe Fi«, 
für die von ihm untersuchten P-Funetionen hergeleitet hat. Durch eine 
rationale Substitution ersten Grades kann man die drei singulären Punkte 
inz=0(0, © und 1 verlegen. Wenn die Differentialgleichung nur reguläre 
Integrale haben soll, so ist sie von der Form: 

106)  TP| ArtB_dP | Ce’+De+E 


de’ za —1) de 2’ (z—1)’ 


P=-VO. 


Die Wurzeln der Exponentengleichung bei dieser Differentialgleichung seien 
bei e=0 a, a, beiiz=x b, b,bei e=1 c,c. Die Summe der 
Wurzeln bei den x singulären Punkten im Endlichen und bei dem Punkte 


im Unendliehen in einer homogenen linearen Differentialgleichung m!e" Ordnung 


N 2 m(m—1) , 
mit nur regulären Integralen ist (2—1) 5 (vel. No. 65b.). also muss 
(10%7.) a+a+b ıhtc+e — 1 


sein. Die Differentialgleichung (106.) hat nun bekanntlich (s. Riemann |. e. 
VII. und die Abhandlung des Herrn Fuchs Bd. 66. dieses Journals p. 159 
die Eigenschaft, dass ihre Coeffieienten durch die Wurzeln der Exponenten- 
gleichungen bei den Punkten = 0, x, 1 bestimmt sind. Die Exponenten- 


gleichungen sind nämlich 


42* 
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bei e=(0, rir-1)-Br+E=(, 
(108.) bei ze=x, r(r-1)+ 2 —-A)r+C0=0, 
bei e=1, r(r—1)+(A+B)ir+C+D+E=0. 
Wenn daher die erste die Wurzeln a, a‘, die zweite b, b’, die dritte e, ec, 
zwischen denen die Relation (107.) gilt, haben soll, so muss B+1l=a+a', 
E=aa, A-i=b+b,C=bb', D= ec—aa—bb' sein, demnach wird Diffe- 
rentialgleichung (106. 
109.) dp ei (b+b'+1)z+a+a'—1 dP 2 bb'z’+(ce—aa'—bb')c-+aa’ 
j de’ xz(x—1) de a’(c—1)' 


Setzt man 


P=0. 


110) P= e’(l-e)”%y, 
so erhält man für y diejenige Differentialgleichung (109.), bei welcher die 
Wurzeln der Exponentengleichung sind bei 2=0 0 und a-—a, bei e=x 
b+a+e und b’+a+e, bei e=1 0 und e—c, demnach aus (109. 
111, day r b+a+c+b'+a+c+Hl)e+«—a—1 dy ar (b+a+e)(b’+a-+e) 
dx’ x(c—1) de x(c—1) 
Wirdnundb+a+ce=a, b+a+e=/, a—a+1l=y gesetzt, so erhält man die 
Differentialgleichung (2.). Dieselbe hat zu Wurzeln der Exponentengleichung 
bei e=0 0 und 1-y, bei e=x « und £, bei e=10 und „—a—P 











y=V\. 


und ist gemäss (109.) durch diese Wurzeln in den Coeffieienten bestimmt. 

In Differentialgleiehung (109.) werde für x eine rationale Substitution 
ersten Grades in 5 eingesetzt, in welcher den Punkten 0, ®, 1 dieselben 
Punkte in anderer heihenfolge entsprechen, so erhält man eine Differential- 
eleichung, bei der die Wurzeln der Exponentengleichungen (die in den 
entsprechenden Punkten z und & nach No. 1 unverändert bleiben) bei den 
Punkten O0, », 1 bekannt sind, und die demnach aus (109.) gebildet und 
durch die Substitutionen (110.) auf die Differentialgleichung (111.) zurück- 


eeführt werden kann (s. Riemann ]. e. Il... Diese rationalen Substitutionen 





ersten Grades sind: 


_— 
nn 

— 

v 
— 


112. ut = =, => I em 1, sa 


s rr 


Ws sind dieses dieselben Substitutionen, welche in I aus den allgemeinen 
Betrachtungen in No. 1 entnommen sind, die drei ersten zur Herleitung der 
Substitutionen A, die drei letzten zur Herleitung der inversen Substitutionen A. 

Wenn man nun die rationalen Substitutionen (112.) auf die Differential- 
eleichung (2.) anwendet, so erhält man also die Differentialgleichung in 5 aus 





109,,, und führt dureh eine Substitution \110.), worin e=S, dieselbe auf eine 








+a, 
Jiffe- 
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Differentialgleichung (111.) oder (2.) zurück, in welcher die für «, 9, y ein- 


Pam) 


zusetzenden Ausdrücke aus den Wurzeln der Exponentengleichungen ge- 
seben sind. Die Integrale dieser letzteren Differentialgleichung, zwischen 
denen. um die Ausdrücke A und A’ zu bestimmen. eine lineare Relation 
ermittelt werden soll. sind eines bei ©&=0, welches durch zwei linear- 
unabhängige bei &= 1 ausgedrückt werden soll. Der Ausdruck jedes dieser 
drei Integrale bis &=0, bezüglich = 1. ist aus den Formeln (3.) und (4. 
in welehen e=S$ und für «, 5, y die aus den Exponentengleichungen der 
transformirten Differentialgleichung in & sich ergebenden Ausdrücke zu setzen 
sind, bis auf einen eonstanten Factor bekannt: letzterer ist direet zu bestimmen, 
indem die Substitutionen (112.) in die Integrale (3.), (4.), (5.) der ur- 
sprünglichen Differentialgleichung eingesetzt werden. Nun braucht nur die 
eine Relation (29.) bewiesen zu sein, dann wird diese jedesmal bei der 
Differentialgleichung in & angewandt, um das Integral bei <=0 durch die 
beiden bei <= 1 auszudrücken. Man erhält auf diese Weise die in I als 
Beispiele zu dem in den Nrn. 1, 3, 6d. entwickelten Verfahren alle nach 
diesem Verfahren bereehneten Gleichungen (45.). (52.). (59.). (67.). (76. 
82.), (89.), (96.), (103.) vermöge der besonderen Beschaffenheit der Ditfe- 
rentialgleichung (109.) sämmtlich vermittelst der einen Relation (29.). 
Wird auf die Differentialeleiehun® /109.) die Substitution (110.) an- 
sewandt, so kann man mittelst der Darstellungen der Integrale der Differential- 
sleichung (111.) dureh die Formeln (3.), (4.) und (5.), die mit Constanten multi- 
plieirt werden, folgende Ausdrücke als Integrale der Differentialgleichung 


109.) bei den singulären Punkten 2e=0, x, 1 aufstellen, (vgl. (26. )): 


oO 
P°= z° '1]—-r) Flia+b re, a -h' rc, @- a l,. x 
— =" (1-z\"Fla+b+c, a+b'+c, a-a-+l, x 
P® — z“/’1—r)‘ Fla+b+e a+b-+c a-a+l. x 
— 2" (1-z)"Fiad+b+c, a+b+c, a—a+l, x 


P = e" 2” (z-1) Flatb+c, a+b+c, b—-b 


r l. x 
113 = ge" 2 z—-1\Fia+rb-c, a+b+c, b-b-+1, a’). 

| PP’ = "2 'z-1\ Flatb'ıc, «+b+c, b—-b+1, c" 
| — e"p z—-1\’Fiatrb'+c. a +b+c, b—b+1l, 2” 

P° = (2-1) x" Fla+rb+ce, a+b'+c, c—c+1, 1—-x 

z—-1) x" F(a@-+b+c, a+b'+c, c-c-+1, 1—-x 

ı Pr = (z-1)"z" Fla+b+c, a+b'+c, cC—c+1l, 1—-r 

\ — (z—-1\"r" Fed +b+c, d+b+c, @—c+1l, 1—r). 
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Diese Integrale werden in dem Gebiete von z genommen, welches die 
complexen Ausdrücke mit positivem Coeffieienten von ö enthält und dabei 
bestimmt, dass 


loge),,=0, (log(1—-z)),=0, (log(r—1)), „= ni 


sein soll. Nun erhält man, wenn man in die in I ermittelten linearen 
Relationen zwischen den Integralen der Differentialgleichung (2.) 


a=a+b+c, P=a+b+c, y=a-a+! 


setzt, alsdann die Relationen mit const. x°(1—.r)‘ multiplieirt, die entsprechenden 
Relationen zwischen den Integralen (113.). (Lineare Relationen zwischen den 
Integralen der Differentialgleichung (109.) hat mittels deren Ausdrücke. die 
durch bestimmte Integrale gegeben werden, Herr Thomae in Schloemilchs Zeit- 
schrift für Mathematik und Physik Jahrg. 14 berechnet). Die Relationen 
zwischen den Integralen (113.) nehmen nun unter Anwendung der Function 
P (20.) folgende Form an. Jede der nachstehenden Gleichungen gilt, so lange 
die Differenz der Exponenten bei den Integralen ?P auf der rechten Seite 


nicht ganzzahlig und die Grösse, welche unter dem Functionszeichen & 
zuletzt steht, nicht Null oder eine negative ganze Zahl ist; also z. B. die 
erste Gleichung gilt, so lange e—e' nieht ganzzahlig, @—a’+1 nicht Null 
oder eine negative ganze Zahl ist. Die Relationen sind folgende: 





ı P=&bla+tb+c, a+b'+c, a-a'+1)eP 

+ Platb+c, a+b’+c, a-a'+1)e " P°, 

P°=»$(a+b+c, a+b'+c, @—a+1)e-" P‘ 
+P(a+b+c, a+b+c, a —a+1)e"P', 





P=b(atb+c, a+b+c, c—-c'+1)e”"P’ 
+Pbla+b+c, a+b'+c, cc +1)e”" pP, 


(114) \ | | 
IP = blatb+c, a+b+c, e—c+1)e”"P 
+ bla+b’+c, a +b'’+c, € —c+l)e”" Pr, 
P=&l(atb+e, a+b+c, b-b'+1)e-" P: 


+Bla'+b+e, a+b+c, b-b'+1)e "Pr, 
PP’ = b(a+b'+c, a+b'+c, b'-b+1)e="P‘ 
+#(a+b'+c, a+b'+c', b’—b+1) ee" Pr. 
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P = &(a+b+c, a+b'+c, c—c'+1)e” P' 
+P(a+b+c, a@+b+c, c—c'+1)e” P“, 

P’ = &b(a+b+c, a+b'+c, c—c+1)e”” P‘ 
+&(a'+b+c,d+b+c, C—-c+1)e’”" P", 





P'= &b(a+b+c, a+b+c, a-a+1)e”" P’ 

| +b(a+b'+c, a+b'+c, a-—a'+1)e" PP, 

\Pr = B(a+b+e, d+b+c, d—-a+1)e“" P 
+ (a+b'+c, a +b'+c, «—a+1)e“” P’, 

P’= db(a+b+c, a+b+c, b-b'’+1)e’"P‘ 
+ b(a+b+c, a+b+c, b-b’+1)E" P‘, 

PP =&(a+b'+c, a+b'+c, b'’—b+1)e””' P 
+&(a+b+c, d«+b+c, b’—b+1)e" P“. 


(115.) 





9. 


Es ist am Schlusse von No. 4 bemerkt worden, dass es unter den 


dort betrachteten Funetionen %,,($), bei denen lim,($) gleich den dort 
e=1 


resuchten Constanten C,, ist, solche von folgender Beschaffenheit giebt. 
Die Funetion B,,(&) ist für alle Punkte der Kreisfläche in der 5-Ebene 
mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und dem Radius 1 dem Modul nach 
kleiner als ein und derselbe endliche positive Werth und es ist %,, (£) stetig; 
der reelle Theil in dieser Funetion sei «(o, 6), der Coeffieient von © v(e, ®), 
wenn = oe”, o=Mod(£) gesetzt wird. Wird o=1 gesetzt, so sind also 
die Funetionen (1,0) und e(1.®), für 0-9 2rn dem absoluten Werthe 
nach kleiner, als eine endliche Grenze und stetig. Es giebt nun unter 
diesen Funetionen «(1,6) oder e(1,@) solche, dass, wenn # das Gebiet 
096, oder 27 99, durchläuft, wo 6, beliebig nahe an 0, 6, be- 
liebig nahe an 2r liegt, die Function nicht die Eigenschaft hat, dass sie 
mit wachsendem ® entweder nur wächst, oder nur abnimmt, oder constant bleibt. 

Um ein hierauf bezügliches Beispiel zu geben, werde die Glei- 
chung (10.) der No. 8 genommen. Es ist dort unter Voraussetzung, dass 
y nicht Null oder eine negative ganze Zahl, y—«—/ nieht ganzzahlig sei, 





und dass der reelle Theil von y-—a—ß R(y-a—P) > 0 sei, gezeigt, dass 


(1) Cu = limFfe, P,y, €) 


z—=1 


ist. Nun werde y-—a—ß=p-+gi gesetzt, p und q reell und p als positiv 
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und von Null verschieden, q als von Null verschieden vorausgesetzt. Dann 
werde zur Untersuchung von F(e,ß,y,x) die Gleichung No. 8 (29.) ge- 
nommen, und damit in derselben $(y—a, y—P,y) nicht verschwindet, sollen 
a, # nicht Null oder negative ganze Zahlen sein. Nun wird'z = n-H£ gesetzt. 
won und S reell sind: für Modz=1 besteht dann die Gleichung ’+L° = 1. 
1—- x =1—n-i{; hier wird für 1—n die Entwiekelung No. 4 (18.), worin 
„1 S=0 ist, gesetzt 1-7 = 2—-ß, ©, demnach 1—ır = Ee, si 
Wird diese Entwickelung für 1—x in No. 8 (29.) eingesetzt, so nimmt 
(a, ß,y)Fie, P, e+Pß—y+1,1-x) die Form P(Ö)-+iP'(Ü) an, wo die 
Funetionen P(&) und P'(S) Entwickelungen der Form PAS haben mit 
reellen Covefficienten g,. Ferner, wenn {>> 0 angenommen wird, so erhält 
man für 
B(y-a, y—-B,y\(1- a) F(y-a,y—Pß,y—o-- +1, 1— x) 
eine Entwickelung der Form e+"&(G()+iQ'()), (logü);-ı = 0, wo die 
Entwickelungen für Q({) und 0’({) die Form 2 k.©' haben mit reellen Coet- 
fieienten k,; Q(0)+:0'(0) = P(y—a, y-Pß,y)e‘”+”)°®9 von Null verschieden 
ist. Man hat daher 
dlog /g/M.1;0' (8 “\ı;R'(? NL:O0 N HS 
PHP) =-ROHRG und LH)rHiEG=-e 
wo S und S’ ebenfalls Entwickelungen der Form zı, C° haben mit reellen 
Coetfieienten /,. Man hat also die Darstellung 
(2) Fa, ß,y, ©) = P(&)+iP' (Gy) + ertdOHSOHSO,  (logd);-ı = (0, 
der reelle Theil wird also 
(3.)  Pify+tel® +50) eos (qlog (&) +S'(£)) 
und der Coefficient von i 
(4) PO) +EeOOgin(glog(d+S’(d)), 
so lange & unterhalb einer gewissen Grenze 5%, >00 bleibt. Es 
sei nın O<p<l. Pi) sei gleich +29. C,. Das Vorzeichen von 


“o, Co 2 . Gn_ Stil \ . Co . . . . IC 
Or N gC"-te)n) ist, wenn { hinreichend klein geworden ist, positiv, 
1 


wenn n=-1, negativ, wenn „= —1 ist. Bei der Function 


n = eos(glog(S)+S'(S) 


ist aber 


FOREN 3. 
de (glogS+S'({)) = 17% r de 

















Jann 

ge- 
len 
setzt. 
=1. 


mmt 
die 
mit 


rhält 


die 
'oef- 


den 


len 


Es 
Von 


tiv, 








Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


von einem gewissen positiven Werthe {=[ an, für © fortwährend von 
demselben Vorzeichen wie q, so dass qglog{-+ 8° (I) von T an mit abnehmendem 
£ fortwährend und ins Unendliche entweder wächst oder abnimmt: es wird 
daher 7 = eos(glog(Ü+S5)), während Z von Z an fortwährend abnimmt, 
für unendlich viele Werthe £ abwechselnd gleich +1 und gleich —1. Dem- 
nach wird die Funetion 


sen han _ T. y « ! 


Eu, m ı Bub... ANA ia 
> > +e cos (glog (HS), 


wenn £ von {’ an fortwährend abnimmt, wo ©’ 7, ©” beliebig nahe an Null 
liegt, für unendlich viele Werthe Zabwechselnd positiv und negativ. Es kann 
demnach ein Gebiet von £, 0<{=.{”, wo ©’ beliebige nahe an Null liegen 
kann, nicht bestehen, so dass in diesem Intervall die vorhin genannte Funetion 
mit wachsendem { nur wächst oder nur abnimmt oder eonstant bleibt. Ebenso 
ist es, wenn man zu der vorhin genannten Function die Constante g, 
addirt, also in Bezug auf die Funetion (3.). Dasselbe findet in Bezug auf 
die Function (4.) statt. Wird S=sin® gesetzt. und 9 in einem Grebiete 
0 #=6, genommen, wo ®, beliebig nahe an # gebracht werden kann, 
so behalten die Funetionen (3.) und (4.) als von # abhängig betrachtet, 
dieselbe vorhin genannte Eigenschaft. Ebenso ist es für negative Werthe 
von &, wo (= —[ zu setzen ist. 


Man hat also in Fe, ?,y. x), wenn in y-a—-=p-+gi, p und gq 


> 


reell und von Null verschieden sind, 1>p>>0, keine der Grössen oe, P,y 
Null oder eine negative ganze Zahl ist, eine Function %,,(z) der ange- 
sebenen Art. 
II. Wenn eine Funetion F(x), die durch eine nach Potenzen von 
x mit positiven ganzzahligen Exponenten fortschreitende Reihe dargestellt 
ist, in einer endlichen Anzahl von Punkten auf dem Üonvergenzkreise 
dieser Reihe aufhört, in der Umgebung eines solchen Punktes, diesen Punkt 
mitgerechnet, eine einwerthige und stetige analytische Function zu sein, während 
sie über jedes Stück der Peripherie, welches einen solehen Punkt nicht enthält, 
hinaus in einem Kreisseetor mit dem Punkte e=V0 als Mittelpunkt einwerthig 
und stetig fortgesetzt werden kann, wie die Funetion F(e,/?,y,®), abgesehen 
von 2=1, so entsteht die Frage, ob die Potenzreihe auf dem Convergenzkreise, 
abeesehen von den einzelnen singulären Punkten, eonvergirt und die Funetion 
darstellt. Convergirt die Reihe in einem solchen Punkte des Convergenz- 
kreises, so stellt sie auch in diesem Punkte den Werth der Function dar 
Journal für Mathematik Bd. LXXXVII. Heft 4. 43 
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nach dem Satze von Abel, der in No. 4 (Anfang) angegeben ist. Was nun 
die Convergenz angeht, so kann man mittels der Fourierschen Reihe 
folgenden Satz nachweisen. 

Die Function F(x) habe bei jedem der oben genannten singulären 
Punkte auf dem Convergenzkreise, ein solcher Punkt sei z=a, die von 
z—a abhängende Entwickelung eines regulären Integrales (Abh. Bd. 74 
No. 1 (5.), Bd. 75 No. 1). In dieser Entwickelung sei der kleinste reelle 
Theil der Exponenten in den Potenzreihen > 0, oder wenn derselbe = 0 
ist, so sei jede denselben enthaltende Potenz von z—a nicht mit einer 
Potenz von log(=—a) multiplieirt, so dass die Funetion bei unendlicher 
Annäherung von z an a dem Modul nach unterhalb einer endlichen Grenze 
bleibt. Oder der kleinste reelle Theil sei >—1 und die Exponenten, deren 
reelle Theile — 0 sind, seien reell. /» diesen Fällen convergirt die Potenz- 
reihe wenigstens in allen nichtsingulären Punkten des Convergenzkreises. 

Der Beweis der Convergenz wird nach der von Dirichlet (Bd. 17 
p. 54, 55) in Betreff der Fourierschen Reihe angegebenen Methode geführt. 

Der reelle Theil von F(x) sei #(o, 6), der Coeffieient von i v(o, ®), 
wenn z=oe”, e=Mod(r) gesetzt wird. R sei der Radius des Convergenz- 
kreises, so ist «(R,6) und vo(R,6) in einem Gebiete von #, welches keinen 
einem singulären Punkte angehörenden Werth # enthält, endlich und stetig. 
Ein singulärer Punkt sei e=a= Re". 

Wenn in 2=a die Funetion F(x) nicht endlich bleibt, so ist zunächst 
zu zeigen, dass, wenn 9 das Intervall durchläuft 4, <0=_ 6, wo 6, ein 
sewisser Werth von 6 ist, diejenige der Funetionen a(R,®), e(R, 6), welche 
nicht endlich bleibt, ihr Vorzeichen nicht wechselt, und dass dasselbe stattfindet. 
wenn 6 das Intervall 4, > 0, durchläuft, wo 6, ein gewisser Werth von # 
ist. Es werde e=n'-+il gesetzt, 7’ und © reell und "’+T”=R’. Nun hat 
man, wenn „R=n', {R={' ist, n,+&,= e”, nach No. 4 (17.) und (18.) die Ent- 


L ‚Co - + . . 
wiekelungen 7—,= &a,(S—{,)‘, wenn 7, von Null verschieden ist, und 
l 


J 


. “e 


-H=Ep nm), wenn &, von Null verschieden ist. Hieraus ergeben 


sich, wenn 7,+:&, = Re” ist, die Entwickelungen 


. ı ' _ az ‚se Se. ,; bi 
(9.) n—-n = = R-ı (S — 6)", n,< V, 
1 
‚PR 7° 4 B; Be KEV “ __ 
(6.) yo. = PN Ri-ı (N —7) , 0 , 
l 


“ “- 


In 2-—a = Y"—n,+i(—5) wird nun eine dieser Entwickelungen eingesetzt, 
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etwa die für 7’—n,, wenn ,>0. Dadurch erhält man für den reellen 


nun 
ihe Theil und für den Coefficienten von © in F(x) bei e=a Entwickelungen 

folgender Form, wenn —-5,>0 ist: 
, > ; zum“ ‚co “is. m \ 4 Co Le \N\ R 7% Cs ) 
Rn | d.) (50) <= k,(log(d— +8 — ie 
von n 
74 | wo S(T’—£,) die Form einer Summe der von Ü—{, abhängenden Entwickelungen 
alle | von regulären Integralen hat, in welchen die Exponenten reell und >, 
N | die Coeffieienten reell sind, und welche Entwiekelungen noch multiplieirt 
ner sind mit Ausdrücken der Form sin (glog(T—{5,)) und cos (glog(T’—{,)), worin 
her q reell, auch = ist. « ist reell, die Coefficienten k, sind reell und nieht 
ze alle Null, wenn & 0 ist. Aus der Entwickelung (7.) folgt nun, wenn 
ren e 0 ist, dass für hinreichend kleine Werthe von C’—Ö&, >> 0 die Funetion 
12- | (7.) das Vorzeichen nieht wechselt. Ebenso, wenn —-{&,<0 ist, wo 

e-&,=—{[" zu setzen ist. Es ist ferner, wenn in e=a die Function nicht 
17 endlich bleibt, zu zeigen, dass / u(R,6)d6, wo & positiv ist und beliebig 
art, klein werden darf, dem absoluten Werthe nach kleiner ist, als eine beliebig 
0), vorgeschriebene positive Grösse z, sobald # =, ist, wo #, ein gewisser 
NZ- it, ai ET ke 

Werth von # >69, ist; ebenso in Bezug auf / v(R,9)d0. 
Ien vr 
1e, ; R R 1 . F x} 
o (8.) / (u(R,d)-+iv(R,H))d6 = -. / — de, 

i 5 « e a. Mn r 
11 -+E 
hst | wo nach & über den Kreisbogen mit 2=0 als Mittelpunkt und dem Radius 
) A l | 
em R von 9, +8 bis # zu integriren ist. er ae hat eine Entwieckelung 
cz i L—( \ . 

he a\1+ 7 
let. 


. T. i 5 . > . A . .. 
der Form F&b,(2—a)‘. Mittels der Entwiekelung von F(x) bei e=a erhält 
1 0 | D 


a Ä "F(x) \ , ‚ ’ 
hat das unbestimmte Integral / “— dx eine Entwickelung bei e=a, in welcher 
, « Mn 
nt- die Constante annullirt wird, von der Form derjenigen eines regulären Inte- 
nd | grales, in welcher der kleinste reelle T'heil der Exponenten >0 ist. Daraus 


folgt, dass die Grösse (8.), wenn 9 9,, wo 6, ein gewisser Werth von # >>, 


en en u 
ist, dem Modul nach kleiner als eine vorgeschriebene positive Grösse z ist. 
Dasselbe gilt in Bezug auf / u(R,60)d6 und / v(R,6)d6, wo & positiv ist 
und beliebig klein werden kann, # die Bedingung 4, > #6, erfüllt, wo 
9, ein gewisser Werth von # ist. 

I 
f i In der untersuchten Potenzreihe Fc,x' ist nun der Coefficient e, 
Z, 4 Fa v 


2% 
«) 
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(A 1 F(x) 1 2 — 
g,  - f- — a / „10 — 19 
(J.) C, a) dx 2 F\ oe )e do, 


EL: _ 
wo in dem ersten Integrale über die Peripherie des Kreises mit dem Null- 
punkt als Mittelpunkt und dem Radius o<ZR in positiver Riehtung integrirt 
ist. In diesem Ausdrucke ist der Uebergang von e zu R vorzunehmen. 


Sn 
ei einem singulären Punkte der Funetion F(x) r=a auf dem Convergenz- 
® 1 1 . a) . 7. 
kreise hat nr A 7 eine Entwiekelung der Form FE’ A, (2 —a)'. 
Lu Be ? z 0 
ar+1(4 _— -) 
\ 7 A 


Wird nun die Entwiekelung von F(x) bei r=a genommen, so ergiebt sich, 
dass das unbestimmte Integral a; de bei e=a eine Entwickelung (in 
der das eonstante Glied annullirt ist) von der Form der von z—a ab- 
hängenden Entwiekelung eines regulären Integrales hat, in welcher der 
kleinste reelle "Theil der Exponenten in den Potenzreihen > 0 ist. Daraus 





folgt, dass man um z=a als Mittelpunkt mit einem gewissen von Null 
verschiedenen Radius o einen Kreis schlagen kann, der von singulären Punkten 
nur a enthält, so dass, wenn man über irgend ein innerhalb dieses Kreises 
liegendes Kreisbogenstück, (dessen Mittelpunkt der Nullpunkt und dessen 
Radius oe R ist, und welches keinen singulären Punkt enthält, das be- 
stimmte Integral En ei de nimmt, der Modul dieses bestimmten Inte- 


orales kleiner ist als z, wo z eine vorgeschriebene beliebig kleine positive 
(srösse ist. Es muss daher das Integral 


, - \ 1 F Yw, 2] ’.A 
) Fig" 
RI)... 7 F(Re')e""d6, 


in welchem z=a= e” ist, # >6,, € reell und positiv ist, in dem Inte- 
grationsintervalle kein Werth 9 vorkommt, der einem singulären Punkte 
angehört, mit unendlich abnehmendem & sich einer bestimmten endlichen 
Grenze unendlich annähern. Entspreehen nun den singulären Punkten von 
F(x) auf dem Convergenzkreise die Werthe 6,. 6,, ... 9, und integrirt man 
die Funetion ._ F(Re')e”"" nach ® über die in dem folgenden Ausdrucke 
angegebenen Intervalle 


aa RR ef), 


. Ö,+8, OutEn 

R . y .. . ® " 1. ME * . .__ a k BE z 
wo (die Grössen & reell und positiv, so muss jedes einzelne Integral, wenn 
die e unendlich klein werden, gegen eine bestimmte endliche Grenze eon- 
vergiren, die Summe dieser Grenzwerthe wird nun unter dem Integrale 








ıll- 
irt 
en. 


1Z- 


tl). 


ch. 
(in 
ab- 
der 
AUS 
ull 
ten 
SeS 
Sen 
be- 
Te- 


Ive 


Te- 
kte 
en 
on 


am 


ke 


NN 


IN- 








Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


(12.) / F(Re”) e-'" d0 


2 R' . 
verstanden. Man nehme nun von dem Nullpunkte aus einen Kreisseetor 
mit dem Radius AR, die beiden begrenzenden Radien sollen die Peripherie 
des Kreises mit dem Radius R innerhalb des obengenannten um 2 = a, mit 
dem Radius o geschlagenen Kreises treffen n Punkten, denen die Werthe 
von #, 6 und 6° entsprechen. und zwischen diesen Durehschnittspunkten 
auf dem Kreisbogenstück mit dem Radius R soll der Punkt a liegen. Dann 


ergiebt sich aus dem Vorstehenden, dass die Grösse 


l - Ä | ” 
(13.) Five”) e”'"d4 — FiRe’)e”""d6, 
er a a) 
wo das zweite Integral der Grenzwerth von / -+/ bei reellen posi- 


U —+E 
tiven unendlich klein werdenden Werthen von &e und &., ist. dem Modul nach 


kleiner als 32 ist, sobald o sich R soweit genähert hat. dass für das Inter- 
vll 0 <9<_ 0, die Punkte ge” ganz innerhalb des genannten Kreises 
um 2e=a mit dem Radius o liegen. Nimmt man aber von dem Nullpunkt 
aus einen Kreissector mit dem Radius R, so dass auf dem Stücke der 
Peripherie des Kreises mit dem Radius R, weiches diesem Kreisseetor ange- 
hört, kein singulärer Punkt liegt, und bezeichnet man die Werthe #, welche 
den Begrenzungspunkten dieses Kreisbogenstückes angehören, wieder durch 0 


und #”, so ergiebt sich aus den Betrachtungen von No. + (vor (11.)), dass 


jetzt der Ausdruck (15.), wenn go sich dem R unbegrenzt nähert, im reellen 


Theile und im Coeffieienten von ö unendlich klein wird. Hieraus in Ver- 
bindung mit dem vorher Gesagten folgt nun, dass der Grenzwerth des Aus- 
druckes (9.) für imo =R, die Grösse (12.) ist: diese stellt also e, dar. 
Die Grösse (12.), welche e, darstellt. ist zleich 
\ & IM R,#\cos ad+ev(R, H\sina®! dd 


(14. 


ur 


—/ u(R, 6\sina®—v(R, 0) cosa0! dd, 


u. 


) 


u rT 


4 


wo die Integrale, in dem bei (11.) angegebenen Sinne zu nehmen sind. Man be- 
trachte nun für den Fall, dass F(x) in z=a nicht endlich bleibt, ein Integral wie 


(15. F* a(R.H\ecosa9dd. 


« 
N) £ 


worin & positiv ist und unendlich klein werden kann und in dem Intervall 
4,+E. 6 —. # die Function »(R, 6), wenn sie in 9, nicht endlich bleibt. 
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ihr Vorzeichen nicht wechseln soll. Dann ist das Integral (15.) gleich 


(16.)  eosat(# 0,8) [ "u(R, 0) 46, 
d,-+E 
wo feine gewisse Grösse, so dass 0 £<-1, und wird daher nach den oben 
stehenden Untersuchungen (nach (7.)), wenn kleiner als eine gewisse 
Grösse 4, >, ist, kleiner als eine beliebig vorgeschriebene positive Grösse 
x. Aus diesen Betrachtungen folgt, dass die Grösse (14.) gleich wird 


1 27I u er 
/ a(R, 6) cosaddd-+ v/R, d\sinaddb! 
| 2a: 2 | eh 


Ir 


(17 \ ov 0 


| u: / uch, 0)sinadao— [ j e(R,6 eosaddh, 


wo jedes der vier Integrale in dem bei (11.) angegebenen Sinne zu ver- 
stehen ist. Nun hat man 


(18.) /Fea)«' 1de=0, (a=1...x) 


wo über die Peripherie des Kreises mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und 
dem Radius e<ZR integrirt ist. Durch dieselben Betrachtungen, wie die, 
welche auf das Integral (9.) angewandt worden sind, beweist man, dass für 
limoe = R der Grenzwerth des Integrales von (18.) ausgedrückt wird dureh 


277 . . 
(19) R'f F(Re”)e”d6, 
(0) 


und durch die bei (14.) gemachten Betrachtungen, dass man aus (18. 
und (19.) erhält 


[ %2r s’2rı , u 
\ / u(R, 0) cosad dd — / v(R,6)sinadd6 


/ 0 


7 


if” (R, 6) sin ad dd+/ "v (R,6) cosaddh, —(, 


\ 


0 
jedes der Integale in dem bei (11.) angegebenen Sinne genommen. 
Vermittelst (17.) und (20.) ergiebt sich nun das allgemeine Glied in 
L %.. r r x . 
der Reihe Fe,x' für Werthe & auf dem Convergenzkreise 
0 
c,R' e 


1 2 rı ‚ \ R 27 ; & i ’ ö N 
- / u(R, 6) cosa0'd0’cosad-- £ u(R, 9')sinad'dö'sina®, 
Oo 


> 


27T ?rı . ' Re ,) 
e(R, 0) cosad'dd'.osad+ / v(R,0)sinad'dd'sinad|, 
0 


(a=1...»). 
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N \ 1 \ ‚en AN ri ‚27 / 2 ıl 
22) 9=—; / u(R, 6') d6'- if e(R,0')d0'\. 


Es ist demnach zu untersuchen, ob die Fourierschen Reihen 


U uR,0)a6 


an. 
(233.) \ F R 
HE | fucR,@)cosad'dd'cosad+ / u(R, #')sina0'db sinad| 
| nn E u ’ COSAH« GOSL R ui . sına9« sına $ 
N 1 In i 
\ = / v(R,6)d6 
24.) X 2 


») a) r 


'/ viR,6)cosad'db'cosad+/ viR,6 sinad'dö'sina®, 


| 
n !. 


+3 


eonvergiren. 

Den singulären Punkten von F(x) auf dem Convergenzkreise sollen 
die Werthe ,, 6, ... 6, entsprechen. Bei jedem dieser Werthe von 6, 6 
werde ein Gebiet von 6, 06,—t1,.9°_6,+t, abgegrenzt, in welchem nur 
einer der Werthe @,, 6,,...6, liegt. Ein Gebiet von #, welches keine der 
singulären Stellen @,, 6,. ... 6, enthält, lässt sich in eine endliche Anzahl 
Intervalle theilen. so dass die Function a(R,6) in jedem Intervalle mit 
wachsendem # entweder nur wächst, oder nur abnimmt, oder constant bleibt 
(No. 4 (15.) ete.). In den Intervallen 0-1, 9 9,+t, (r=0...m) soll nun 
an Stelle der Funetionswerthe a(R,#) und e(R,&) in (23.) und (24.) Null 
eingesetzt werden. Dann muss für jeden Werth #, welcher den letzt- 
senannten Intervallen nicht angehört, die Keihe (23.) gegen a(R,®), die 
Reihe (24.) gegen o(R,#) eonvergiren. Nun nehme man in (23.) die Inte- 
srale zwischen den Grenzen 9,—t, und 6,—+t, und für 9 einen Werth, der 
in keinem der Intervalle 6,—1, = 0 =_6,+t. (r=0...m) liegt. Dann ist 
die Summe der Glieder in (23.) bis zu dem Stellenzeiger n 


sin(a+4)(0'—0) 


1 "Or rt, . f] 
25.) = — 4) do 
(25) 8, . FB u(R,6 . n( 08 > 
9. —t. “Ss 
4 ! 2 r 
wo hier —— in dem Integrationsgebiete nicht verschwindet und das Inte- 


2 
gral, welches bekanntlich durch Summation der Grössen in (23.) unter den 
Integralzeichen erhalten wird, in dem bei (11.) angegebenen Sinne zu nehmen 


sin(2+4)(0'—#) 
0 — Od 


» 
- 


ist. Der absolute Werth von bleibt für die Werthe # im 


2sin 
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Integrationsgebiet und für alle rertbe » unterhalb einer endlichen positiven 
(Grösse. Für den Fall. dase F(x) in Re” nicht endlich bleibt. treten dann in 
Bezug auf das Integral (25.) die Zuissihiunine bei (15.) ein. Es ergiebt sich. 
dass, wenn z eine beliebig ke vorgeschriebene positive Grösse ist, es eineı 
positiven Werth ? >0 geben muss, so dass wenn 4, ist, der absolut 
Werth von S, für alle Werthe 2=0...» kleiner als # ist. Ebenso bei 
R,6. Indem man das Vorhergehende zusammenfasst, findet man nun. 
dass für jeden Werth 6, welcher von 6,. ,.... 6, verschieden ist, die Reihe (23. 
gegen a(R,6), die Reihe (24.) gegen e(R,6) convergirt: also die Reih: 
BS c,‚x' gegen den Werth der Funetion F(x) eonvergitt. 
Wenn bei einem der Werthe 4, (r=0...m), die den singulären Punkte: 
von Fix) auf dem Uonvergenzkreise entsprechen, in einem Gebiete 4, —: 
bis 9,+8, & positiv und >60, die Funetionen a(R,®) und e(R,®) endlie) 


’ 


und stetig bleiben. und für die Gebiete von 6, 6.7.00, 0,0 #4, 
wo # und #° gewisse Werthe von # sind, mit wachsendem # entweder nu 
wachsen, oder. nur abnehmen, oder constant bleiben, so folgt aus de: 
Fourierschen Reihe, dass die Potenzreihe auch i» diesem singulären Punkt: 
:convergirt und den Werth der Function F(x) darstellt. Diese Bedingung ist 
immer erfüllt, wenn die in dem oben (Anfang von II.) aufgestellten Satze 
vorausgesetzte Entwickelung der in dem singulären Punkt ze =a endliel 
bleibenden Funetion bei z=a nur reelle Exponenten in den Potenzreihen 
enthält (vgl. No. 4). Denn diese Funetion bleibt in dem angegebenen 
Intervalle von # endlich und stetig und man hat die Entw ickelungen (5.) bez. 
6.) anzuwenden und findet durch das Verfahren No. 4 (25.) (26.), dass die 
angegebene Bedingung erfüllt ist. Ein Beispiel, wo diese RE nicht 
erfüllt ist, während die Function in einem Gebiete 4.--e bis 9,-+e endlieh 
und stetig bleibt, ist in I dieser Nummer angegeben. 

Wird der im Vorhergehenden mittels der Fourierschen Reihe be- 
wiesene Satz über das Verhalten einer Potenzreihe auf dem Convergenz- 
kreise auf die hypergeometrische heihe F(«, ,y, x) angewandt, so ergiebi 
sich gemäss der Entwickelung der Function F(e, ,y, x) bei dem singu- 
lären Punkte r=1 No. S /29.) und Schluss von a). dass wenn der Punkt 
x —=] ausgenommen wird (über das Verhalten der Function F(e, 9,7, x 
bei diesem Punkte vgl. No. 8 Schluss von «a)), die Reihe für Modzx = 


eonvergirt, wenn der reelle Theil von „—a—ß 0, oder wenn y—a—/ 


reell und >—1 ist. Vgl. 


die bei Riemann in den Beiträgen zur Theorie 
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der durch die Gausssche Reihe F(e, ?,y, x) darstellbaren Funetionen in 


No. VIII vorkommende auf die dort betrachteten hypergeometrischen Reihen 
sich beziehende Stelle: „Für den Fall, wenn der Modul von x gleich 1 ist, 
folgt aus der Fourierschen Reihe, dass die Reihen zu eonvergiren aufhören, 
wenn die Function für e=1 unendlieh von einer höheren Ordnung als der 
ersten wird, aber convergent bleiben, wenn sie nur unendlich von einer 
niedrigern Ordnung als 1 wird, oder endlich bleibt.“ 


Greifswald 30. Deeember 1878. 


10. 


Nachtrag zu den Nummern 4 und 9. 

In No. 4 war mittels der Dirichletschen Resultate, die sich auf die 
Convergenz der Fourierschen leihe beziehen, gezeigt worden, dass die 
Potenzreihe Y(£) für <= 1 convergirt und die Constante C,, darstellt, sobald 
die Annahme gemacht wird, dass die Wurzeln der Exponentengleichung 
der Differentialgleichung @,(y, $)=0 bei S=1 alle reeil sind. Die genannte 
Eigenschaft der Potenzreihe %,,(S) gilt aber allgemein, die Wurzeln jener 
Exponentengleichung mögen reell oder complex sein. Dieses kann man 
durch nachstehende einfache Betrachtungen über die Convergenz der Fourierschen 
Reihe, bei welcher die darzustellende Function auch unendlich viele Maxima 
und Minima haben darf, nachweisen. 

Es ist die Convergenz der Fouriersechen Reihen No. 4 (13.) und (14.) 
für #=0 nachzuweisen. Die Werthe der dort vorkommenden Funetionen 
a(1,0) und e (1,6) liegen für das Gebiet von 9 0 9 27 unterhalb einer 
endlichen Grenze und sind stetig, «(1,0) = «u(1,27), e(1,0)=e(1,2n). 
Ferner erfüllt jede dieser Funetionen nach No. 4 in einem beliebigen fixirten 
Gebiete von ® auf der Strecke 0 bis 27, welches die Werthe 9=0 und 
9=2n nicht enthält, die Bedingung, die im Folgenden als die Dirichletsche 
bezeichnet werden soll, dass dieses Gebiet sich in eine endliche Anzahl 
Theile theilen lässt, so dass in jedem Theile die Function stetig ist und 
mit wachsendem 9 entweder nur wächst oder nur abnimmt oder constant 
bleibt. Ueber das Verhalten der Funetionen in der Nähe von 9=0 und 
2 wird weiter Nichts vorausgesetzt, so dass sie also in der Nähe von 6 =0 
und 2r auch unendlich viele Maxima und Minima haben dürfen. Vgl. No.9 1. 

Nun sei g(®) eine reelle Function von #, die für die Werthe # 


0=<9=_2n unterhalb einer endlichen Grenze liegt, bei weleher Funetion 
Journal für Mathematik Bd. LXXXVII. Heft 4. 44 
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dieses Gebiet von 6 sich in eine endliche Anzahl Theile theilen lässt, so 
dass g(6) in jedem Theile stetig ist und die in jedem beliebigen fixirten 
(Gebiete von # auf der Strecke 0 bis 27, welches den Werth # nicht ent- 
hält, die oben genannte Dirichletsche Bedingung erfüllt. Wird diese Function 
y(#) in die Fouriersche leihe eingesetzt, d=# genommen und wird 
summirt bis zu den Gliedern mit dem Stellenzeiger z, so ist die Summe 


bekanntlich 


a— 0’ 
r. sin(2n+-1) —, 


1) Su = us "p(e) | “re de. 
0 sın 9 
Wird nun in den Gebieten von 9 9, 90 und = _9<_6, statt der 
Werthe von ge) Null in das Integral (1.) eingesetzt, während in dem 
übrigen Gebiete von # die Werthe von Y(«) in (1.) beibehalten werden, 
so eonvergirt das Integral mit unendlich werdendem » geeen Null nach 
Dirichlet (dieses Journal Bd. 4 p. 157). Es bleibt demnach übrig, den 
Grenzwerth für = x zu untersuchen von dem Ausdrucke 


u a— (0! 


sin (2n-+1) sin(2n+1) 


ran u NER 2 
RW / (ce) da+ / (er) de 
vi an. P\ a — N! an. r\ a — 0 

0, aa ao 0 sin —, 
. y® a—6' ) . . 
oder, wenn in dem ersten dieser Integrale —.— =—P, in dem zweiten 
’ - 
a— 0 . . 1. 
„—- = P gesetzt wird, den Grenzwerth für a=x von 
y 0-0, 0 
5 sin(22-+1) Te sin (2n-+-1)/ 
>= _ OR { > ZI) Y7N NT); M) 
3.) 2-2 Br — |" pH FE IE 8. 
| .J p\ r. sind r Tu FETTE sin d 
() (0) 
f} . .. 0 — Od 9.—P . . 
Hier seien 6, und 0, so gewählt, dass - 5 und —z— gleich oder kleiner 


als . sind. Ist 9=0 und 27, so ist in dem ersten Integrale (3.) 0 = 2a, 


in dem zweiten 0 =0. Die weitere Behandlung der beiden Integrale ge- 
schieht in übereinstimmender Weise, es werde nun die Untersuchung des 
zweiten Integrales dargestellt. Hier ist zuzusehen, wenn die constante 


obere Grenze b die Bedingung 0 <b: erfüllt, ob alsdann 


ST 
2 

5 4 ”), e 2 T | 
(4) lim [po +2p) er "DR 48 = 10 +0) 


N— I. ug 4 sin B 


ist, oder da 


ne GE er 
(9) lim / p(O-+V) 


N—R 
0 


sin(2n+1)/ 


— 19o(W+0\, 
sin ß d» sp(0 +0) 
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es ist zu untersuchen, ob 
sin(2n-+1)$ ,o 


/ (g(0+2P)—g(0'+0)) ru 


ist. Nun ist, wenn & eine reelle Grösse, so dass 0 <e<b 


(6.) lim 
N— T. 7. 


”), 


-. . ' \ si (2 I )/ ) 
(d.) lim / (pi +2P)— (6 +0)) m iz - ß dn : 


J« sın 3 


V), 


weil in diesem Intervalle von 3 die Funetion (#+2P)—y(0'-+0) die 
Dirichletsche Bedingung erfüllt. Wenn nun gezeigt werden kann, dass das 


Integral 
. 1 € N > n sin(2n 4 1)? 
(8) +2 -- OH) ap 
—f (4 er f +0) sinß 


mit unendlich abnehmendem & unabhängig von den Werthen von n unendlich 
klein wird, so muss die Gleichung (6.) erfüllt sein. Diese Bedingung be- 
steht darin, dass wenn n eine beliebig klein gewählte fixirte reelle Grösse 


>>0 ist, so soll es immer eine reelle Grösse & >0 geben, so dass, sobald 


e_ &, ist, der absolute Betrag von (8.) — n bleibt, welchen positiven ganz- 
zahligen Werth » auch erhalten mag. Ist diese Bedingung erfüllt und ist 
z eine beliebig klein gewählte fixirte reelle Grösse >0, so kann man 
zunächst für & einen fixirten Werth b nehmen, so dass der absolute Betrag 
von (8.) - 5 ist bei beliebigen positiven ganzzahligen Werthen von n, 
alsdann in dem Integrale in (7.) für n einen Stellenzeiger v, so dass, sobald 
n —>v ist, der absolute Betrag dieses Integrales bleibt, dann bleibt 
der absolute Betrag des Integrales in (6.) <z, sobald a>r geworden ist. 


Die Bedingung bei (8.) ist der einfachste Fall der allgemeineren, welche 
unter Zuhülfenahme der Gleichung (7.) zum Beweise von (6.) dient, näm- 
lich derjenigen, dass man bei gegebenem z immer einen Werth &> 0 nehmen 


. 0 7 . 
kann, so dass bei fxirtem & der absolute Betrag von (8) <- bleibt, 


D) 
sobald n einen gewissen Stellenzeiger », überschritten hat, der aber von 
der Grösse e abhängig sein kann. 

Es ist nun die bei (8.) angegebene Bedingung weiter zu untersuchen. 
Der absolute Betrag von (0 +2P)—g(0'+0) ist gleich Mod [y(#+29)—g(0'-+-0)]. 
Nun ist zur Erfüllung jener Bedingung hinreichend, dass, wenn man eine 


beliebig kleine reelle Grösse 7 > 0 vorschreibt, es immer einen solchen 
Werth & > 0 giebt, dass 


(9.) 4 Mod[y(0+2P) — p(0'+0)] 


dß re 
sin ö 


44* 
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bleibt, wenn 0<d<Ze, und Ö beliebig klein werden kann. Und diese 
Bedingung kommt auf folgende hinaus, dass, wenn k eine Constante <<. b, 


h | ae Ä 
(10.) lim S Mod[g (0 +22) — p (0'+0)] Be 
= sin $ 
ein endlicher Werth ist. Da = in dem Integrationsgebiete zwischen 


reellen Constanten, die grösser als Null sind, liegt und, wenn die Be- 
dingung (10.) erfüllt ist, dieselbe erfüllt bleibt, nachdem das Integral mit 
einer Uonstanten multiplieirt ist, so wird die Bedingung (10.) ersetzt durch 
die Bedingung, dass 
\ *k j 
(11.) Iim f Mod[p (®+2P)— y(0'-+0)] 3 
u ) 


eine endliche Grösse ist. Wird (11.) mit 2 multiplieirt und dividirt und 


22 =y gesetzt, so kann man die Bedingung (11.) dureh folgende ersetzen, 
- N 


wobei die obere Grenze /<- 2% so genommen wird, dass 0 <I/= ’;, Ist: 
. . & ' N - 
(12) lim / Mod[p(#+7)—4(+0)} 2 | 
00V “ 
13) lim f' Ü +0] 7 
(13) lim / Mod[p +) 9040] 


ö 
sind endliche Werthe. Ist g(0'+y) = w(siny), p(0#+0) = w(0) und wird 


sin y={ gesetzt, so wird, da man in (13.) Z als voraussetzen kann 


FR 
<> 
dy 1 


und alsdann - Er in dem Integrationsgebiete zwischen reellen 


Constanten, die grösser als Null sind, liegt, die Bedingung (13.) ersetzt durch: 


En 


(14) lim / "Mod (&)— w(0)] 


ist eine endliche Grösse, wo {, eine Constante O<{&,<-1 ist. Unter der 
Form (14.) wird die Bedingung hier angewandt. (Ueber die Convergenz der 
Fourierschen Reihe, wenn die darzustellende Funetion unendlich viele Maxima 
und Minima hat, vgl. die Abhandlungen der Herren Lipschitz dieses Journal 
Bd. 63 p. 296, Thomae Complexe Functionen, Halle 1870 p. 28-52, P. du 
Bois-Reymond dieses Journal Bd. 79 p. 54 und 55, Abh. der Baier. Acad. 
1876 p. 53, Ascoli Ann. di Math. t. VI p. 340, 345, 346.) 

Bei den zu untersuchenden Fowrierschen Reihen No. 4 (13.) und (14.) 
ist in den Funetionen (1,0) und o(1,6) der Werth von #, der in (6) 
(1.) bis (14.) durch 0 bezeichnet worden ist, gleich O0 bez. 2, und es ist 
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« 


g(+0)=gy(2n—V). Nun ist nach No. 4 «io, d)+ie (0,0), wo Oo 1, 
= 9<2n ist, für oe” = gleich der Funetion %,,(£), die in dem 
Kreise in der S-Ebene mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und dem Radius 
1 durch eine Potenzreihe mit positiven ganzzahligen Exponenten dargestellt 
wird, und welche Funetion bei unendlicher Annäherung von S an 1 sich 
der Constanten ©,, unendlich annähert, so dass, wie in den Nrn. 3 und 4 
angegeben ist, 
a(1,0)+i0(1,0) = u(1, 2m) -+ie(l, 2n) = C,.. 

Daher ist 


(15.) «(1,9% —-a(1,0)+i(e(1,6)—e(1,0)) = Bu (DI — Cl. 


(16) a(l,9— all, 2m) +ile(1,9)—v(1,27)) = Paul) — C, 
Die Function %,,(£) hat nun in der Nähe von S=1 die Entwiekelung 


No. 4 (21.).. Es wird weiter unten gezeigt werden, dass, wenn man zu 
dieser Entwiekelung —C,, addirt, alsdann nur Potenzen von S—1 mit solchen 
Exponenten vorkommen, in denen der reelle Theil > ist. Aus der Ent- 
wickelung von B,,(5) No. 4 (21.) wird nun die von {= sind abhängende 
No. 4 (22.) hergeleitet, dieselbe werde durch Q,,({) bezeichnet, und es 
ergiebt sich aus dieser Herleitung, dass auch in Q,(£)— C,, Potenzen von 
£ nur Exponenten mit einem reellen Theile >0 enthalten. Ist T>>0, 
so tritt der reelle Theil und der Coeffieient von © von Qu(d)— C,, statt 
w(S)—w(0) in (14.) ein gemäss (15.); ist {<0, {=-{, so tritt der reelle 
Theil und der Coeffieient von i von Q,(-C)—(C,, in (14), wo { statt Z 
steht, für w(S)—w(0) ein nach (16... Wenn nun in beiden Fällen die 
Bedingung (14.) erfüllt ist, so eonvergirt die Summe (3.) bei #(1,6) gegen 
den reellen Theil, bei (1,6) gegen den Üoeffieienten von ö© von Cs, 
demnach die Fouriersche Reihe No. 4 (13.) gegen den reellen Theil, die 
Fouriersche Reihe No. 4 (14.) gegen den Üoeffieienten von i von C,, 
die Potenzreihe B,,($) für <=1 gegen (,, w. z. b. w. 


und 


Es sei nun °>0. Dann kann man der Entwickelung Q,()— Cu 
die Form einer Summe mit einer endlichen Anzahl von Summanden geben, 
wo jeder Summand die Form 

(17.) Srzlö)llogd)” 


’ us T. Con “ . en 
hat, z und A reell, z>0, z(ü)=3e,{, logT reell, » ganzzahlig > 0 
v0 
Ist. Da nun wegen der unbedingten Convergenz der Potenzreihe auch 


x 2 . . \ . \ 2 0° rm 
3 Mode,{©" convergirt, so ist der reelle Theil und der Coefficient von ö in 
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(17.) dem absoluten Betrage nach gleich oder kleiner als 
..% Con u. 
(18.)  &3 Mode, (ModlogQ{)’ 


Rj 


und die Bedingung (14.) ist in Bezug auf den reellen Theil und den Coet 
fieienten von ö von Q,(S)— CO, erfüllt, wenn sie in Bezug auf jede der 
Grössen (18.), die statt w(I)— w(0) eintritt, erfüllt ist. Ist z=z-+7z", uni 
z und z” grösser als Null, so ist lim£* (Modlog{)” = 0 und da, wenn die 


Bedingung (14.) erfüllt ist. sie erfüllt bleibt, wenn man das Integral mit 
einer von Null verschiedenen Constanten multiplieirt, so genügt es, sie von 


\ Co .,, I nr Fi 
(19.) DE > 


nachzuweisen. Dann aber hat man, wenn {, innerhalb des Convergenz- 


. L. co, . 
kreises von NY Mode,Z' genommen wird. 


Ma: > ie o, 2 Modc, „,|° 
(20.\ / &ygModeld= > Bew 
0 0 £ ri 


A 


und hieraus 
Mi ie a I, Se 
(21.) lim / C*-1 8 Modce,Sd = GV 3 ——C. 
0 0) 


d=04 «+u 
“ 


Ist <<0, {=-{, so hat man auf die Entwiekelung Q,(—-°)— CO, die- 
selbe Betrachtung anzuwenden und erhält dasselbe Resultat. 

Es bleibt übrig zu zeigen, dass in der Entwickelung B(S)— C,.. 
wo %,($5) die Entwickelung No. 4 (21.) hat, die Potenzen von S—1l nu 
Exponenten enthalten, deren reeller Theil > 0 ist, wenn diese Entwicke- 
lung von B.,($)— C,, nieht identisch Null ist. (In letzterem Falle ergiebt 
sich ohne Weiteres, dass die Bedingung (14.) erfüllt ist; die Potenzreihe 
für PS) redueirt sich auf C,,.) Die gemachte Behauptung wird auf folgende 
Weise bewiesen. Wenn man in der Funetion B,,($) beliebig oft aber in endlicher 
Anzahl einen Umgang um 5=1 vornimmt, sei es in positiver oder negativer 
Richtung, in einem Kreise mit <=1 als Mittelpunkt und einem Radius < 1. 
innerhalb des Kreises mit dem Punkt $=0 als Mittelpunkt, welcher dureh den 
dem Punkte <=0 nächsten singulären Punkt a der Differentialgleichung 
G,(y.S)=0 (No.3) bei dem Moda > 1 gelegt ist, so muss der hierdurch er- 
haltene Werth von B,,(£), wenn 5 gegen 1 convergirt, sich C,, unendlich an- 
nähern. Diese Annäherung findet in der am Schluss von No. 3 angegebenen 
Weise statt, so dass, wenn man einen Kreisseetor mit dem Mittelpunkt S=1 
nimmt und eine beliebig kleine reelle Grösse d > 0 vorschreibt, man immer 
einen Radius o, > 0 und einen unendlich klein werdenden o, dieses Seectors 
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nehmen kann. so dass in dem Gebiete von SZ in diesem Sector zwischen 


den Radien o, und o, der Werth von B,,(S) sich von C,, um eine Grösse 


unterscheidet, deren Modul < d ist. Es ergiebt sich dieses, wenn man von 
ge : i ur (&—1)-*2D En 
der Gleiehung (3.) in No. 3 ausgeht, bemerkt. dass — = dort bei <=] 


einwerthig und stetig und „gleich 1 für $=1 ist, dass demnach die rechte 
Seite von No. 3 (6.) die Eigenschaft hat, dass sie in der angegebenen Weise 
segen C,, eonvergirt, wenn eine endliche Anzahl Umgänge um S=1 gemacht 
worden ist. Nun werden auf der rechten Seite von No. 3 (6.) suecessive 
Grössen abgezogen, die Entwickelungen der Form No. 4 21.) haben, in 


denen die reellen Theile der Exponenten von S—1 grösser als Null sind. 
so dass, wenn 5 gegen 1 eonvergirt, jene Grössen in der angegebenen 
Weise gegen Null convergiren, wenn eine endliche Anzahl Umgänge um 
<=] vorgenommen ist. Zuletzt wird dann noch mit der bei <=1 ein- 
werthigen und stetigen Funetion e”’"(1+5—1)”, die gleich 1 für <=1 ist, 
multiplieirt und hierdurch die Funetion No.3 (9) (5) hergestellt, welche 
also, wenn £ gegen 1 convergirt, in der bezeichneten Weise gegen (,, con- 
vergirt, wenn eine endliche Anzahl Umgänge um <= 1 gemacht worden 
ist. Die Function %,,(£) hat bei <= 1 die Entwiekelung No. 4 (21.). Zieht 
man demnach in No.4 (21.) auf beiden Seiten C,, ab, so erhält man rechts 
eine Entwickelung, die, wenn 5 gegen 1 eonvergirt, in der angegebenen 
Weise 


<=] vorgenommen ist. Wenn nun in dieser Entwicekelung der kleinste 


gegen Null eonvergirt, wenn eine endliche Anzahl Umgänge um 
reelle Theil der Exponenten von s—] eleich 2 ist, so kann man der 
Iintwickelung die Form geben 
(22) (S-V’(U+N = ul) - Co; 

wo in U nur Potenzen von S—1 vorkommen, deren Exponenten zum reellen 
Theil Null haben, in F nur solche, deren Exponenten einen reellen Theil 
>() enthalten. Wäre nun 20, so müsste, da %,(S)—C,, nach einer 
endlichen Anzahl Umgänge um S= 1, wenn 5 gegen 1 eonvergirt, in der 
oben beschriebenen Weise gegen Null convergirt, dasselbe in Bezug auf 
S-NBu($)— C,,) stattfinden. Das Nämliche tritt aber ein in Bezug auf 
\, es müsste also auch U dasselbe Verhalten zeigen. U hat die Form 


(23.) U= w+ u,log(S—1 +++ (log E—] 
wo jeder Coefficient a die Form hat 


(24) a(s—-D"+e(s—1)7 +. +e (5-1), 
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die e Constanten, die y reell sind. Bringt man U auf die Form 
25.) U= [w(log($-1))”+% (log ($—-1)) "++ +0, (log (E-1))" 

und nimmt nun s Umgänge in derselben Richtung um 5=1 vor, so geht 
die Grösse ($—1)7, wo y reell, in e*”"r7(£—1)Y über, wenn &—-1=oe"”, 
o = Mod(S—1) gesetzt wird, so ist Mod(£S—1)7 = e”’’”. Daher bleibt nach s 
Umgängen der Modul einer Grösse a endlich, der Modul von log($S—1 
wird unendlich, wenn $ gegen 1 convergirt. Aus (25.) und dem Vorher- 
gehenden folgt dann, dass auch a, nach einer endlichen Anzahl von Um- 
gängen um S=1, wenn 5 gegen 1 convergirt, in der oben angegebenen 
Weise gegen Null eonvergiren müsste. «, hat die Form (24.), worin die 
Constanten e von Null verschieden, y, > yı > > y, sein sollen, eine dieser 
y kann auch gleich Null sein. Bringt man nun «, auf die Form 

25.) [al -HrIrI+e (E14. +, (S-1)7 
und wird in einem Kreisseetor mit 5=1 als Mittelpunkt log (s-1)=loge+6i 
gesetzt, so geht nach s Umgängen in positiver Richtung e,(S—-1)°"77) in 


27.) ee War) e-WaYr)+iya—YrIloee 


über. Da 7,—y,>0, so kann der Modul von (27.) dureh hinreichende 
Vergrösserung von s beliebig klein gemacht werden. Man nehme nun für 
s eine positive ganze Zahl s,, so dass für die in dem Seetor in Betracht 
kommenden Werthe 6 
| Mode, — Mod ce, e"""W 1991)... 
(28.) r | 
| ..— Mode, _, ern) IS AD>O, 


ty 47% lo fi 


wo A eine Uonstante ist. (S—1)”7” geht nach s, Umgängen in e"" 7777 


über, eine Grösse, deren Modul e “7”, >> B bleibt, wo B eine Constante 

-V ist. Demnach ist nach s, Umgängen der Ausdruck (26.) in dem be- 
trachteten Seetor dem Modul nach > AB und kann also nicht gegen Null! 
eonvergiren, wenn 5 gegen 1 eonvergirt. Es kann also nicht z in (22.) — 0 
sein, w. z. b. w. Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich in Bezug auf die 
hypergeometrische Reihe F(«, ?,y, x) nach No. 8 (10.) und Schluss von a.). 
dass dieselbe für e=1 convergirt und den Werth der Funetion darstellt. 


wenn der reelle Theil von 7—a—/ grösser als Null ist. 


Werden die oben (1.) bis (14.): in Bezug auf die Convergenz der 


Fourierschen Reihe gemachten Untersuchungen auf den Satz No. 9 I. an- 


sewandt, so ergiebt sich, dass die dort betrachtete Potenzreihe auf dem Con- 
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vergenzkreise auch in einem solchen singulären Punkte convergirt, wenn in der 


Entwickelung der Function bei diesem singulären Punkte 2=a nach Abzug 
des constanten Gliedes nur solche Potenzen von ce —a vorkommen. bei denen 
der reelle Theil der Exponenten grösser als Null ist. 

Wenn nämlich in den von 9 abhängenden Fourierschen Reihen No. 9 
23.), (24.) dem Punkte a der Werth # entspricht, so kann man unter der 
eemachten Voraussetzung Gebiete für 6 , 096 und # 0, ab- 
orenzen, so dass die Functionen a und e in diesen Gebieten stetig sind, und 
für die Strecken von # von 6, bis 0 —e und ®-+e bis 4, wo & eine beliebig 
klein gewählte reelle Grösse > 0 ist, die Dirichletsche Bedingung erfüllen. 
Alsdann wird statt der Werthe von x und e auf der Strecke ®, bis 6, der 
Werth Null in die keihen eingesetzt, während für die übrigen Werthe von 
d# die Werthe von x und © beibehalten werden. Dann convergiren die er- 


veren 


haltenen Reihen nach den Betrachtungen von No. 9 I. für 9=# xeg 
Null. Auf jede der beiden übrig bleibenden Reihen der Integrale, die 


zwischen den Grenzen ®, und 6 und zwischen # und 6. zu nehmen sind. 


) 


also auf einen Ausdruck wıe (2.) sind nun die Betrachtungen (3.) bis (21. 
anzuwenden. Dabei ist in der von e—-a abhängenden Entwickelung der 
Funetion r—a=a(s—1) und nun S-1=n7—1+i{ zu setzen und nach Z zu 
entwickeln zur Anwendung von (14.), wie bei der bei (15.) (16.) betrachte- 
ten Entwickelung von B,,(5) No. 4 (21.) und (22.). Alsdann ergiebt sich, 
dass der Ausdruck (2.) bei « gegen den reellen Theil, bei e gegen den 


oO 
Coeffieienten von i des constanten Gliedes in der Entwiekelung der Funetion 
bei e=a convergirt, dass demnach die Potenzreihe für e=a gegen den 


Werth der Funetion eonvergirt. 


Greifswald. den 1. Mai 1879. 
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une classe d’equations algebriques dont toutes 
les racines sont reelles. 


(Par M. Biehler ä Paris.) 


\ 
Di Von pose: 


= 


2—a—ib) 2 —a-—ib,)...(e—a,—ib,) = U,+iV,, 


z—a—ib)\2-m-—ib,.. (2 -a,—ib,\z—a,.,-ib,..) = U,.+iV,... 


n- 


on a entre U,, V,, U,.ı. V,..ı les relations: 


\ U b. En or U 2, 
. n+1 aan I On-+1, e7 l 


Du4 J n 9 


ä f au 4 T 
} n+1 un: Zn U, J re Dax l n® 

Nous allons demontrer que si b,, b», ... b,., sont des quantites reelles 
de meme signe, lequation U,,, = de degre n+1 a toutes ses racines reelles 


et inegales et quelles sont separees par les n racines de lequation V,,, = 


n+ 
qui sont egalement toutes reelles et inegales. 

Pour le demontrer, nous admettrons que toutes les racines de l’&qua- 
tion U,= 0 sont reelles et inegales et qu’elles sont separees par les racines 
de V7,=0: nous allons faire voir, sous ces conditions, 1’. que toutes les 
racines de U,,,=0 sont reelles et inegales; 2". que les racines de V,,, =) 
separent les racines de U,,,=0. Üette double proposition donne @videmment 
le theor&me enonee plus haut, puisquil se verifie aussitöt pour ,=0, N; =. 

3. 

Soient &. &, ... «, les » racines de U,=0 reelles et inegales, nous 
supposons ces quantites rangees par ordre de grandeur croissante, substi- 
tuons-les dans l’equation (1.): il viendra: 

U„..(@ı) 


U, Hi 0) 


U, +1 &, — 


Vie). Vale), ... F,(e,) sont alternativement de signes contraires, 
suite il va n—1 racines de U.,=0 entre a, et m, & et &%, ... 


RE 
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et a. Je dis que si b,, db, ... b,;ı sont de mämes signes, il ya une 
nieme racine de U,,,=0 entre a, et —x et une (»-+1)ieme entre a, et +x. 


7 


En effet: V,(e,) et V,(—x) sont de m@mes signes:; or 
tes | 
V.(@)=-(b+b+--+b,)a"+e-- 


le terme de plus haut degre dans V,(x) est: 


f | } N n—]1 
— (b,+b,+...+b, <c . 


Par suite, si 5 est une quantit@ dont le signe est celui de b,., b,. ... b,, 
N, 


— 1)", par suite U,,,(e,),. dont le signe est celui de V 


„ 


(—x) aura le signe de (—1)"b, par suite Y,(—wo)b,,, aura le signe de 


—xo)b, 9, aura le 
signe de (—-1)”. Or 
1 ® j U (z' j ge" 1-1 e.. 


n 
U 


n+1 (— x | da le siene de ee ie L 
On en eonelut quil y a une racine de l’Equation U,,,=0 entre a, et —x. 


U,.,(&,), U,.ı(®%), ... U,,,.(e@,) etant alternativement de signes con- 


I 


elles F traires et U,,,(o,) etant du signe de (—1)”: 
elles U,..(%,) sera du signe de (—1)"", 
— ) \n 

' U, + (03 - r m - —]) 
jua- Aa» . - - - —1). 
ines | 


; Par suite, comme U,(+x) a le sigene +, il v a une (»-+1)'me racine de 
les : U 


„.ı = 0 entre @, et +, les racines de U,,, = 0 sont done reelles, distinetes 













— () , 2 . ur . rY 
| et scparees par les racines de l’equation U, =. 
nent 
—(), 
ll. 
: Je dis en second lieu que les racines de U,,, = sont separdes par 
zn i les racines de V,,,=0 qui sont aussi rdelles et distinetes. 
Fra | En effet, des &galites (1.) et (2.) on tire: 
bsti | ) N te, 
5 (3.) U, 1-1 £# ai Fi +1 U, Z—— U} + Rn b, 1-1° 
i Soient Pi, Pr ++. Pur les n racines de l’&quation U,,,=0 rangees par 
; ordre de grandeur; substituons-les dans l’&quation (3.) qui est une identite, 
E il viendra: 
2 7 Z T/{RN de RANK IT/R 
3 —-V,41(Pı) U,(Pı ng LV, (Pı)+U, Pı)lbur; 
] Ar } ® . x 


r j ’/ 8 az U’ \ Tr2’9 \ 
—) n+1 (Par) U,(Pa; 1) un L n \(?n+1, Tr U, I?n4 ı)] b, -1* 
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Or U,(Pı), U,(Pr), -.. U,(P,.;ı) sont alternativement de signes contraires 
d’apres ce qui precede; par suite, comme les seconds membres conservent 
un siene invarlable, 


7 (ed) 


V.rı (Pı), +1 2) u E Vor (Parı) 

sont alternativement de signes contraires, et par suite il y a une racine de 
N,.ı=0 entre ?, et %,, une 2ieme entre A, et P, ete. une zi®me entre P, et Py.. 

Les racimes de V,,.,=0 sont done reelles et inegales et separent 
les racines de U,,,=0. 

II. 
L’equation (2.), savoir 
ER nu (X —d,. 1) V.— U, Du+: 

montre que les racines de V,„= 0 separent les racines de V,,, =V. >oient 


Cs Orr 2. d,_, les racines de V,=0, on aura: 


n \ J 


. .. y y 
V.+1(0ı) ”r —L 0, )b+ı 


7 E*, \ ZN \ 
Va+1(@, Er U,„(0,_1) Dar. 


Comme U, (a), ... U,(e,,) sont de signes contraires, il reste »-—- 2 racines 
de V,.ı=0 entre a, et @,, m et &, ... @&,. et @,_,; il suffit de montrer 
qwil y en a une entre @, et —x et une autre entre «,_, et + ce qui se 
fait comme prec@demment. 


Paris. avril 1879. 
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